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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. óÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÚÎÁËÏ× ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ×: ÐÏÄÇÏ-
ÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÅÍÍÙ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.

ðÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÑÈ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A : Rn+1 → Rn+1 | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É �A : Sn → Sn
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �A(x) = Ax= |Ax|. ôÏÇÄÁ deg�A = 1, ÅÓÌÉ detA > 0, É −1, ÅÓÌÉ detA < 0. ÉÎÁÞÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÌÅÍÍÕ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:
ìÅÍÍÁ 1. çÒÕÐÐÁ GL(n;R) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ GL+(n;R) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, Á
×ÔÏÒÁÑ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÐÏ GL+(n;R)) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (n; n) (ÜÔÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ûÔÉÆÅ-
ÌÑ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÏ× × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e = (e1; : : : ; en) ∈ V (n; n) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ
(ek = (0; : : : ; 1; : : : ; 0), ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ). ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ∈ GL(n;R) ÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÂÁÚÉÓ Ae = (Ae1; : : : ; Aen) ∈ V (n; n) (ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ×
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÁÍÉ: ÅÓÌÉ v = (v1; : : : ; vn) ∈ V (n; n), ÔÏ Ij;k;r(v) def= (v1; : : : ; vk +
rvj ; : : : ; vn) (×ÅËÔÏÒ vk + rvj ÓÔÏÉÔ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ, Ô.Å. Ë k-Ê ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÀÔ j-À, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ
ÎÁ r) É Jj;k(v) def= (v1; : : : ;−vk; : : : ; vj ; : : : ; vn) (k-Ê É j-Ê ×ÅËÔÏÒÙ, Ô.Å. k-Ñ É j-Ñ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÅÎÑÀÔÓÑ
ÍÅÓÔÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒ×ÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË | ÜÔÏ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÍÅÎÑÌÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ). âÁÚÉÓ v ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × V (n; n) Ó Ij;k;r(v) É c Jj;k(v): × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ v(t) = (v1; : : : ; vk + trvj ; : : : ; vn), ×Ï ×ÔÏÒÏÍ
v(t) = (v1; : : : ; vk; : : : ; vk cos(�t=2) + vj sin(�t=2); : : : ; vn) | ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ v(t) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ 0 ≤ t ≤ 1.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÊ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÍÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÍÓÑ
×ÎÕÔÒÉ GL(n;R)) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ
ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÂÁÚÉÓ v ∈ V (n; n) ÌÅÖÉÔ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÉÄÁ
(�1e1; : : : ; �nen) ∈ V (n; n).

ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÒÉ×ÏÊ (ËÁËÏÊ?) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (�1e1; : : : ; �nen), ÇÄÅ �i = �i= |�i| = ±1. ïÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÎÏ ÅÇÏ ÚÎÁË | ÎÅÔ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÏË ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Jj;k Ä×Á ÒÁÚÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ �j É
�k ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÉÎÕÓÏ× × �1; : : : ; �n
(Ô.Å. ÏÔ ÚÎÁËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÌÉÂÏ ÓÏ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÌÉÂÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (−e1; e2; : : : ; en). ¤

éÚ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �A ÐÒÉ detA > 0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ �I = idSn , ÓÔÅÐÅÎØ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÐÒÉ detA < 0 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ �S , ÇÄÅ S(x0; : : : ; xn) def= (−x0; x1; : : : ; xn).

ðÏËÒÏÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÆÅÒÕ Sn ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ U1 = Sn \{a}, U2 = Sn \{b}, ÇÄÅ a = (1; 0; : : : ; 0) É b = (−1; 0; : : : ; 0)
| ÐÏÌÀÓÁ ÓÆÅÒÙ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C(U1 ∩U2) → C(U1)⊕C(U2) →
CU1;U2(Sn) → 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �S ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1 É U2 ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 → C(U1 ∩ U2) → C(U1)⊕ C(U2) → CU1;U2(Sn) → 0
↓ (�S)∗ ↓ (�S)∗ ↓ (�S)∗

0 → C(U2 ∩ U1) → C(U2)⊕ C(U1) → CU2;U1(Sn) → 0
:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏËÛÔÅÊÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÅÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔ:

0 → Hn(Sn) �12−→ Hn−1(Sn−1) → 0
↓ × deg�S ↓ id

0 → Hn(Sn) �21−→ Hn−1(Sn−1) → 0
1



(U1 ∩U2 ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏ ÒÅÔÒÁÇÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ Sn−1). úÄÅÓØ �12 | Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÐÏËÒÙÔÉÀ U1; U2; ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

÷ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z→ Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ deg�S
(ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �S ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �21 × ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ
ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÐÏËÒÙÔÉÀ U2; U1. éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{
÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ �21 = −�12. éÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
deg�S = −1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg�A = −1. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ' : Rn+1 → Rn+1 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ '(0) = 0 É '′(0) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ('′(0)
ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ @'i

@xj (0) ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÂÒÁÚÁ '(x) = ('1(x); : : : ; 'n+1(x)) ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ
ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ x = (x1; : : : ; xn+1)). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ '
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ (×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÇÌÁÄËÏ É ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÔÏÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ
ÛÁÒ B"(0) = {x ∈ Rn+1 | |x| ≤ "} ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. åÓÌÉ @B"(0) = Sn | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÛÁÒÁ, Á p" : Rn+1\{0} →
Sn | ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÄÏÌØ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ, ÔÏ �' def= p" ◦ '|Sn
| ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sn → Sn. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. óÔÅÐÅÎØ �' ÒÁ×ÎÁ 1, ÅÓÌÉ det'′(0) > 0, É −1, ÅÓÌÉ det'′(0) < 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ  : Rn+1 → Rn+1 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  (x) = '′(0)x É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � 
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ �'. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ '(x) =  (x) +!(x), ÇÄÅ limx→0

|!(x)|
|x| = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ | (x)| ≥ 1

‖'′(0)−1‖ |x|
( ‖·‖ | ÎÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉÃÙ), ÐÏÌÕÞÉÍ limx→0

|!(x)|
| (x)| = 0. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!), ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÍÁÌÏÍ " > 0 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ 0 ≤ t ≤ 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 't(x) def=  (x) + t!(x) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ B"(0) \ {0} × ÓÅÂÑ
(Ô.Å. ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÑ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �'t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ t, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ �'0 = � É �'1 = �'.

ôÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. ¤
çÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÁÔÌÁÓ | ÎÁÂÏÒ

(ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) ÔÒÏÅË (U�; V�; x�), ÇÄÅ U� ⊂M , V� ⊂ Rn ÏÔËÒÙÔÏ, Á x� : U� →
V� | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÒÔ U�1 ; U�2 ; : : : , ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ | ×ÓÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï M (ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ⋃

� U� = M).
2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ �; � ÏÂÒÁÚ V�� : x�(U� ∩ U�) ⊂ V� ÏÔËÒÙÔ.
3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '�� def= x� ◦ x−1

� : V�� → V�� ÇÌÁÄËÏÅ (ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ
ÐÏÒÑÄËÏ×; ÜÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏ, Ô.Ë. V�� É V�� | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rn).

4) åÓÌÉ a; b ∈ M É a 6= b, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �; � (ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ) É ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
W� ⊂ V� É W� ⊂ V� ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U�, x�(a) ∈W�, b ∈ U�, x�(b) ∈W� , É x−1

� (W�) ∩ x−1
� (W�) = ∅.

íÎÏÖÅÓÔ×Á U� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x� | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÔÒÏÊËÉ (U�; V�; x�) | ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ×ÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÒÏÅË (U�; V�; x�) | ÁÔÌÁÓÏÍ, '�� | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ïÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:
1) '�� ◦ '�� = idV�� .
2) '
� ◦ '�
 ◦ '�� = idV��
 , ÇÄÅ V��
 = x
(U� ∩ U�).

éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ '′��(x�(a))'′��(x�(a)) = Id ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ a ∈ U�∩U� , ÏÔËÕÄÁ det'′��(u) 6=
0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ V�� . åÓÌÉ det'′��(u) > 0 × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ u É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; �, ÔÏ ÁÔÌÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ 1. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn = {y = (y0; : : : ; yn) | y2

0+· · ·+y2
n} ⊂ Rn+1

| ÁÔÌÁÓ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ: U1 = {y ∈ Sn | y0 6= 1}, U2 = {y ∈ Sn | y0 6= −1}. ðÏÌÏÖÉÍ V1 = V2 = Rn,
Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ: x1(y) = 1

1−y0
(y1; : : : ; yn), x2(y) = 1

1+y0
(y1; : : : ; yn).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x1 : U1 → V1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ: ÅÓÌÉ z = (z1; : : : ; zn) = x1(y), ÔÏ y0 = |z|2−1
1+|z|2 (ÇÄÅ |z|2 def=

z2
1 + · · ·+ z2

k) É yk = zk(1− y0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; n (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ '12(z) = z

|z|2 (ÇÄÅ z = (z1; : : : ; zn)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V12 = Rn\{0}
É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V21 = V12; ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '21 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

ä×Á ÁÔÌÁÓÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ | ÔÏÖÅ
ÁÔÌÁÓ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ
ÇÌÁÄËÉÅ | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÁÔÌÁÓÕ ÂÕÄÕÔ ÄÌÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÔÌÁÓÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M .



îÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ: ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂M ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ x�(U ∩
U�) ⊂ Rn ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. ó×ÏÊÓÔ×Ï 4 × ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÉ ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ (ÂÁÚÁ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ | ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉ-
ÅÍ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (Á ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ):
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Rn → Rn ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÁÔÌÁÓÙ ÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

çÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M1 → M2 ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÄÒÕÇÏÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U (1)

� ; x(1)
� ) ÎÁ M1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a ∈ U (1)

� É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U (2)

� ; x(2)
� ) ÎÁ M2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(a) ∈ U (2)

� , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f�� def= x(2)
� ◦f ◦ (x(1)

� )−1 | ÇÌÁÄËÏÅ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(1)

� (a) ∈ V� ⊂ Rn. f�� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
x(1)
� , x(2)

� . åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁ M1 É M2 ÄÒÕÇÉÅ ËÁÒÔÙ (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) U (1)

 3 a É U (2)

� 3 f(a),
ÔÏ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ:
(1) f
� def= x(2)

� ◦ f ◦ (x(1)

 )−1 = x(2)

� ◦ (x(2)
� )−1 ◦ x(2)

� ◦ f ◦ (x(1)
� )−1 ◦ x(1)

� ◦ (x(1)

 )−1 = '�� ◦ f�� ◦ '�


(\ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ"). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ '�� É '�
 ÇÌÁÄËÉÅ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ
f�� ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ � É �.

ðÒÉÍÅÒ 2. ôÕ ÖÅ Sn ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ 2n ËÁÒÔÁÍÉ U+
k

def= {y = (y0; : : : ; yn) ∈ Sn | yk > 0}, U−k
def= {y =

(y0; : : : ; yn) ∈ Sn | yk < 0}; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x+
k (y) = (y0; : : : ; ŷk; : : : ; yn), ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ U+

k É U+
l

ÐÒÉ k < l ÜÔÏ '++
kl (z1; : : : ; zn) = (z1; : : : ; ẑk; : : : ; zl−1;

√
1− (z2

1 + · · ·+ z2
n); zl; : : : ; zn) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ V ++

kl → V ++
lk ,

ÇÄÅ ×ÓÅ V ++
kl ⊂ Rn | ÛÁÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÎÄÅË-

ÓÏ× É ÚÎÁËÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÅÖÄÕ ÄÁÎÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ É ÁÔÌÁÓÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÇÌÁÄËÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÉ ÁÔÌÁÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ Sn).

ðÕÓÔØ f : M1 → M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ôÏÞËÁ a ∈ M1
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ det f ′��(x�(a)) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÁÒÔ U� ⊂ M1, U� ⊂ M2, a ∈ U�, f(a) ∈
U� . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË a É f(a)
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(2) det f ′
�(x
(a)) = det'′��(x�(f(a)) det f ′��(x�(a)) det'′
�(x
(f(a)):
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ a ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ det f ′��(x�(a)) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � É �.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÁÔÌÁÓÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ M1, M2 ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ, É a | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (ÁÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ det'′��(u) > 0 ÄÌÑ
×ÓÅÈ �, � É u), ÞÔÏ det f ′
�(x
(a)) É det f ′��(x�(a)) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË; ÜÔÏÔ ÚÎÁË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ sign(a) = ±1.

ôÏÞËÁ c ∈ M2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
f(a) = c; ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÅÓÌÉ f−1(c) = ∅), ÔÏ c ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ M1;M2 | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÕÓÔØ
f : M1 →M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É c ∈M2 | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(c) ⊂M1
ËÏÎÅÞÎÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f−1(c) ⊂M1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ M1 ËÏÍÐÁËÔÎÏ, f−1(c) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ
a. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(c) ÔÁËÖÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ a ∈ f−1(c).

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U�; x�); (U� ; x�) ÎÁ M1 É M2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U�, f(a) ∈
U� , É ÐÕÓÔØ F def= f�� . ðÏÓËÏÌØËÕ c | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÎÅÉÅ, detF ′(x�(a)) 6= 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x�(a) ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x�(f(a)) = x�(c). îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a
ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ b 6= a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(b) = c. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : Sn → Sn | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, c ∈ Sn | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ∑

a∈f−1(c) sgn(a) =
deg f .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f−1(c) = {a1; : : : ; aN}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙ-
ÔÙÊ ÛÁÒ B Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ c, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f−1(B) = B1∪· · ·∪BN , ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ,
ai ∈ Bi É f |Bi : Bi → B | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ i). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ Sn (ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f)
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ U1 = Sn \ f−1(c) É U2 = B1 ∪ · · · ∪ BN , É ÐÏËÒÙÔÉÅ Sn (ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
V1 = Sn \ {c} É V2 = B. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁË × ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ.



íÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÛÁÒÁÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U1 (ÓÆÅÒÁ Sn ÂÅÚ N ÔÏ-
ÞÅË) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn ÂÅÚ (N−1) ÔÏÞÅË É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÂÕËÅÔÕ (N−1) ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n−1.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï U2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ N ÛÁÒÏ× É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ
ÉÚ N ÔÏÞÅË. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V1 ∩ V2 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÆÅÒÅ Sn−1; ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U1 ∩ U2 | ÄÉÚß-
ÀÎËÔÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ N ÓÆÅÒ Sn−1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÙÇÌÑÄÉÔ
ÔÁË:

0 Z ZN ZN−1

|| || || ||
· · · → Hn(U1)⊕Hn(U2) → Hn(Sn) �−→ Hn−1(Sn−1 t · · · t Sn−1) �∗−→ Hn−1(U1)⊕Hn−1(U2) → : : :

↓ 0 ↓ f∗ ↓ f∗ ↓ 0
· · · → Hn(V1)⊕Hn(V2) → Hn(Sn) �−→ Hn−1(Sn−1) → Hn−1(V1)⊕Hn−1(V2) → : : :

|| || || ||
0 Z Z 0

ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ Z ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (1 É −1), ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ,
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ËÁÖÄÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ Bi ÍÁÌÅÎØËÉÊ,
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ Ui Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ xi; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Ui = Bi
(ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÁÔÌÁÓÕ ËÁÒÔÕ Bi, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ xi).
ôÏÇÄÁ x−1

i ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ xi(Bi) \ {xi(ai)} × Bi \ {ai} É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
(x−1
i )∗ : Hn−1(xi(Bi) \ {xi(ai)}) → Hn−1(Bi \ {ai}). íÎÏÖÅÓÔ×Ï xi(Bi) \ {xi(ai)} ⊂ Rn \ {xi(ai)} ÄÅÆÏÒÍÁ-

ÃÉÏÎÎÏ ÒÅÔÒÁÇÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ Sn−1 ⊂ Rn ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ xi(ai), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ 1 ∈ Hn−1(xi(Bi) \ {xi(ai)}) ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ; ÔÅÐÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÅÊ Hn−1(Bi \ {ai}) ×ÏÚØÍÅÍ ri def= (x−1

i )∗(1).
ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ V | ÄÒÕÇÁÑ ËÁÒÔÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÁÔÌÁÓÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ y, ÐÒÉÞÅÍ Bi ⊂ V , ÔÏ
y∗(1) = ri.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ' = y ◦ x−1

i | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÍÅÖÄÕ xi É y). ôÏÇÄÁ y = ' ◦ xi,
ÏÔËÕÄÁ y∗ = '∗ ◦ (xi)∗. áÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 '∗ = id. ¤

ìÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ó ZN , ZN−1 É Z × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ËÏÌÏÎËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.
÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ � | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ
× Hn(Sn) (Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hn(Sn) = Z ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÌÏÎËÅ ÓÎÉÚÕ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ � = id.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Hn−1(Sn−1 t · · · t Sn−1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (Hn−1(Sn−1))N , ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ r1; : : : ; rN × ËÁÖÄÏÊ ËÏÐÉÉ Hn−1(Sn−1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �i : Sn \ {a1; : : : ; aN} ,→ Sn \ {ai};
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ (�i)∗ri ∈ Hn−1(Sn \ {ai}) | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ (ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ), É (�i)∗rj = 0 ÐÒÉ j 6= i.
ïÂÒÁÚÕÀÝÅÊ (�i)∗ri ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ × s ∈ Hn(Sn) | ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÜÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÁÑ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; N (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÜÔÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÅÒÈÕ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÌÏÎËÅ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Z → ZN ÒÁ×ÎÏ (1; : : : ; 1)
(ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ 1×N , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ).

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ deg f ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ Z → Z. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁËÁ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : Hn−1(Sn−1 t · · · t
Sn−1) → Hn−1(Sn−1) ÒÁ×ÅÎ (sign(a1); : : : ; sign(aN ))T (ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ N×1, i-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ | ÚÎÁË ÔÏÞËÉ
ai). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ:
1 · deg f = (1; : : : ; 1)(sign(a1); : : : ; sign(aN ))T = sign(a1) + · · ·+ sign(aN ). ¤


