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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎcÔ×.

ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11: ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∪. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ
ÕÄÏÂÓÔ×Á "n def= (−1)n(n−1)=2 É �n(f) def= "nf ◦ un;n−1;:::;0, ÇÄÅ f : �n → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. óÏ×ÏËÕÐ-
ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �n (ÄÌÑ ×ÓÅÈ n) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× � : C:(X;K) →
C:(X;K); ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �∗ : C :(X;K) → C :(X;K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.
ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ � É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

óÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∪ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ: ÐÕÓÔØ p; q | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÃÅÐÉ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m, n, Á f : �m+n → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. ôÏÇÄÁ (�∗p∪ �∗q)(f) = "m"np(f ◦ um;:::;0)q(f ◦
um+n;:::;m), Á (�∗(q ∪ p))(f) = "m+n(q ∪ p)(f ◦ um+n;:::;0) = "m+nq(f ◦ um+n;:::;m)p(f ◦ um;:::;0). ðÏÓËÏÌØËÕ
"m+n = (−1)(m2+2mn+n2−m−n)=2 = (−1)mn(−1)(m2−m)=2(−1)(n2−n)=2 = (−1)mn"m"n, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
�∗p ∪ �∗q = (−1)mn�∗(q ∪ p). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, �∗ = id ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÏÔËÕÄÁ p ∪ q = (−1)mn(q ∪ p).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ aj | ×ÅÒÛÉÎÁ xj = 1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
n ≥ j). ÷ÅÒÛÉÎÕ ÐÒÉÚÍÙ (aj ; 0) ∈ �n × [0; 1] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ vj , Á ×ÅÒÛÉÎÕ (aj ; 1) ∈ �n × [0; 1] | wj . äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ k = 0; : : : ; n ÐÕÓÔØ �k : �n+1 → �n × [0; 1] | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
j = 0; : : : ; k ×ÅÒÛÉÎÕ aj ∈ �n+1 × vj , Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j = k + 1; : : : ; n + 1 | × wn+k−j . ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×
ÌÅËÃÉÉ 2, ÓÉÍÐÌÅËÓÙ �k(�n+1) ÐÒÉ k = 0; : : : ; n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÒÉÚÍÙ | ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ÅÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ
ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ× �k É �` ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÏÂÏÉÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× (ÅÓÌÉ
` = k ± 1), ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ (× ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ).

ðÕÓÔØ f : �n → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ  n(f) = ∑n
k=0 "n−jf ◦ � ◦

�k ∈ Cn+1(X;K), ÇÄÅ � : �n × [0; 1] → �n | ÐÒÏÅËÃÉÑ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  n ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ
ÎÁ ×ÓÅ Cn(X;K). ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ  n : Cn(X;K) →
Cn+1(X;K) | ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ: f + �(f) = @ n(f) +  n−1(@f). ¤

¤

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÐÕÓÔØ X1 = �n1 , X2 = �n2 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ
(n1; n2 ≥ 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). ôÏÇÄÁ Hn1(X1; @X1) = Hn2(X2; @X2) = Hn1+n2(X1 ×X2; @X1 ×X2 ∪X1 ×
@X2) = K: ÓÉÍÐÌÅËÓÙ (É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ÇÏÍÅÏÍÏÆÎÙ ÛÁÒÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×
ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÒÓÕËÁ ×ÓÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Hn(Bn; @Bn) = K.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × : Hn1(X1; @X1)⊗Hn2(X2; @X2) → Hn1+n2(X1×X2; @X1×X2∪X1×@X2)
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ K ⊗K → K × ËÏÌØÃÅ K.
ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11: ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∪. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
id : �n1 → X1 | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ × Cn1(X1; @X1) (ÐÏÓËÏÌØËÕ @�n = @X1); ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ | ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÁÑ ÍÏÄÕÌÑ Hn1(X1; @X1) = K. ðÕÓÔØ '1 ∈ Cn1(X1; @X1) | ËÏÃÉËÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÍÏÄÕÌÑ
Hn1(X1; @X1) = K. éÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÌÅËÃÉÉ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 〈'; id〉 = 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ '1 | ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÃÉËÌ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈'1; f〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : �n → @X1.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ '2 ∈ Cn2(X2; @X2).

ðÕÓÔØ v0; : : : ; vn1 | ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ X1, w0; : : : ; wn2 | ×ÅÒÛÉÎÙ X2, Á a0; : : : ; an1+n2 | ×ÅÒÛÉÎÙ
�n1+n2 . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÁÒ I = {(i0; j0); : : : ; (in1+n2 ; jn1+n2)} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i0 ≤ i1 ≤ : : : , j0 ≤ j1 ≤ : : : É
ik+jk = k ÐÒÉ ×ÓÅÈ k = 0; : : : ; n1 +n2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ uI : �n1+n2 → X1×X2 ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
×ÅÒÛÉÎÕ ak × (vik ; wjk) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k; ÏÂÒÁÚ uI(�n1+n2) def= DI .
ìÅÍÍÁ 2. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DI | ÓÉÍÐÌÅËÓ. íÎÏÖÅÓÔ×Á DI ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
X1 × X2: ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃

I DI = X1 × X2, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× DI1 ∩ DI2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ (ËÁËÏÊ-
ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×. óÕÍÍÁ u = ∑

I uI | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ × Hn1+n2(X1 ×X2; @(X1 ×X2)).

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÌÅËÃÉÉ 2 Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÐÒÉÚÍÙ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ (n2 = 1); ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!).

1



ðÕÓÔØ p1 : X1 × X2 → X1 É p2 : X1 × X2 → X2 | ÐÒÏÅËÃÉÉ, É '1 ∈ Cn1(X1; @X1); '2 ∈ Cn2(X2; @X2) |
ËÏÃÉËÌÙ, ËÌÁÓÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ Hn1(X1; @X1) = K É Hn2(X2; @X2) = K. óÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∪, (p∗1'1 ∪ p∗2'2)(u) = ∑

I '1(p1 ◦ ui0;:::;in1
)'2(p2 ◦ ujn1 ;:::;jn1+n2

)) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ uk0;:::;ks ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ m-À ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �s × km-À ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ-ÏÂÒÁÚÁ,
ÄÌÑ ×ÓÅÈ m). äÌÑ ×ÓÅÈ I, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ p1 ◦ ui0;:::;in1

ÌÅÖÉÔ × @X1, ÌÉÂÏ
ÏÂÒÁÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ p2 ◦ ujn1 ;:::;jn1+n2

ÌÅÖÉÔ × @X2, ÔÁË ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÃÅÐÅÊ
ÎÁ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ I ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ik = k ÐÒÉ k = 0; : : : ; n1 É
jn1+l = l ÐÒÉ l = 0; : : : ; n2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ËÏÃÅÐÉ ÒÁ×ÎÙ 1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 ÌÅËÃÉÉ 11.
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ¤

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÃÅÐØÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ
a ∈ Wn(X) def= Hn(skn(X); skn−1(X)) = Hn(skn(X)= skn−1(X)) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÒÓÕËÁ);
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ Wn(X) = Hn(skn(X); skn−1(X)) = Hn(skn(X)= skn−1(X)) ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ËÏ-
ÃÅÐØÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ skn(X)= skn−1(X) | ÂÕËÅÔ ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÌÅËÃÉÉ 11 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ËÏÃÅÐØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÅÐÑÈ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
ËÌÅÔËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ K-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å n-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X1; X2 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X1 × X2 ÉÍÅÅÔ ËÁ-
ÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÌÅÔËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
e(n1)
i × e(n2)

j ËÌÅÔÏË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X1 É X2 (ÜÔÏ ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n1 + n2), ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ �ij : Bn1+n2 → X1 × X2 ÒÁ×ÎÏ (�i × �j) ◦ u, ÇÄÅ �i : Bn1 → X1 É �j : Bn2 → X2 | ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÌÅÔÏË e(n1)

i É e(n2)
j , Á u : Bn1+n2 → Bn1 × Bn2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ

skm(X1 × X2) = ⋃n
k=0 skk(X1) × skm−k(X2), Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ÒÁ×ÅÎ

@m = @(1)
m ×idX2 + idX1 ×@(2)

m . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ × ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Wn1(X1)⊗Wn2(X2) →
Wn1+n2(X1 ×X2) ÎÁ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÃÅÐÑÈ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ a ∈ Wn1(X1); b ∈ Wn2(X2) | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ËÏÃÅÐÉ. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÃÅÐÉ
a× b ∈Wn1+n2(X1 ×X2) ÎÁ ËÌÅÔËÅ e(n1) × e(n2) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X1 ×X2 ÒÁ×ÎÏ a(e(n1))b(e(n2)).
ðÒÉÍÅÒ 1. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ S2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e(0) É Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ e(2); ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (S2)n ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ËÌÅÔÏË ×ÉÄÁ e(i1)

1 × · · · × e(in)
n ; ÚÄÅÓØ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ ik ∈ {0; 2},

É e(ik)
k | ËÌÅÔËÁ e(ik) ÉÚ k-ÏÊ ËÏÐÉÉ S2.
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÌÅÔËÉ e(i1)

1 × · · · × e(in)
n ÒÁ×ÎÁ i1 + · · · + in É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÅÔÎÁ; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×

ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ @ = 0 É � = @∗ = 0, ÔÁË ÞÔÏ H∗((S2)n) É H∗((S2)n) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ
ÄÒÕÇÕ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (K2)⊗n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ K2 ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 É 2.

ðÕÓÔØ �1; : : : ; �n ∈ H2((S2)n) | ÂÁÚÉÓ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë e(2)
1 ; : : : ; e(2)

n ∈ H2((S2)n). éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÐÒÉ u1 < · · · < uk ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ËÏÃÅÐØ (ËÏÃÉËÌ) �u1 × �uk ÒÁ×ÅÎ 1 ÎÁ ËÌÅÔËÅ e(i1)

1 × · · · × e(in)
n , ÇÄÅ is = 2,

ÅÓÌÉ s ∈ {u1; : : : ; uk} É is = 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
�u1 × · · · × �uk | ÂÁÚÉÓ × H∗((S2)n), Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë e(i1)

1 × · · · × e(in)
n ∈ H∗((S2)n), É ÁÌÇÅÂÒÁ H∗((S2)n)

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ K[x1; : : : ; xn]=(x2
1 = · · · = x2

n = 0) = (K[x]=(x2 = 0))⊗n; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
xk ÒÁ×ÎÁ 2.


