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2. áìçåâòá ëïíðìåëóï÷

úÁÄÁÞÁ 1 (5-ÌÅÍÍÁ). äÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

A f−→ B g−→ C h−→ D i−→ E
p↓ q↓ r↓ s↓ t↓

A′ f ′−→ B′ g′−→ C ′ h′−→ D′ i′−→ E′

÷ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÓÔÒÏËÉ | ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, q É s | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, p | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, t |
ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
úÁÄÁÞÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×{1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ
ÇÒÕÐÐ A p−→ B q−→ C → 0 ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A⊗G p⊗id−→ B⊗G q⊗id−→
C ⊗G→ 0 ÔÏÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×{2). ðÕÓÔØ : : : @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 |

ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ci = Zki ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Á : : : @i+1−→ ~Ci @i−→ ~Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ ~C0 −→ 0 ËÏÍÐÌÅËÓ

×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ~Ci = Rki ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ (ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ
ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) = Z�i ⊕ Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á
ÇÒÕÐÐÁ (ËÒÕÞÅÎÉÅ), ÔÏ Hi( ~C) = R�i .

úÁÄÁÞÁ 4 (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ). ðÕÓÔØ : : : @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 | ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ

ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · @
∗
i+1←− C∗i

@∗i←− C∗i−1
@∗i−1←− · · · @∗1←− C∗0 ←− 0, × ËÏÔÏÒÏÍ

C∗i = Hom(Ci;Z). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) = Z�i ⊕Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Hi(C∗) = Z�i ⊕G′i, ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ G′i ÔÁËÖÅ
ËÏÎÅÞÎÁ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÙ Gi É G′i ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ðÕÓÔØ 0 → A·
�−→ B·

p−→ C· → 0 | ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
úÁÄÁÞÁ 5 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÏËÛÔÅÊÎÁ). Á) ðÕÓÔØ x ∈ Cn | ÃÉËÌ (@x = 0), É y ∈ Bn ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ p(y) = x.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ z ∈ An−1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(z) = @y. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z | ÃÉËÌ: @z = 0.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x = 0, ÔÏ z | ÇÒÁÎÉÃÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ An ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ z = @�. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ y′ ∈ Bn | ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ @y′ = x, ÔÏ z−z′ ∈ An−1 | ÇÒÁÎÉÃÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ An ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ z − z′ = @�. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �(x) ∈ Hn−1(A·). Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
x ∈ Cn | ÇÒÁÎÉÃÁ (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Cn+1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x = @�), ÔÏ �(x) = 0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ � ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ � : Hn(C·) → Hn−1(C·). Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
· · · → Hn(A·) �∗−→ Hn(B·)

p∗−→ Hn(C·)
�−→ Hn−1(A·) → : : : | ÔÏÞÎÁÑ.
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