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5. æõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá é ðåò÷ùå çïíïìïçéé

ðÕÓÔØ S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, b ∈ X, 
 : S1 → X
| ÐÅÔÌÑ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b = 
(1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ h[
] ∈ H1(X;Z) ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ 
∗(e), ÇÄÅ e |
ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ H1(S1) = Z.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ �1(X; b) → H1(X;Z). Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ [�; �] def= ���−1�−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �� ∈ �1(X; b) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÑÄÒÕ h.

ëÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ [�; �], ÇÄÅ �; � ∈
G.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × ÎÅÊ.

ðÕÓÔØ � | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, � | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ � × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z, ÍÅ-
ÎÑÀÝÁÑ ÚÎÁË ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (Ô.Å. ËÁÖÄÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ e ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ
\×ÅÓ" �(e), ÐÒÉÞÅÍ �(−e) = −�(e), ÇÄÅ −e | ÔÏ ÖÅ ÒÅÂÒÏ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ
' : �→ X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÅÍÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÃÅÐØ R(�; ') × X, ÒÁ×ÎÁÑ ∑e �(e)xe;', ÇÄÅ ÓÕÍ-
ÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ e ÇÒÁÆÁ �, É xe;' | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ 1-ÓÉÍÐÌÅËÓ (ËÒÉ×ÁÑ), ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ e.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ 1-ÃÅÐØ × X ÒÁ×ÎÁ R(�; ') ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � (É ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
�) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ '. Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ � (É �) ÃÅÐØ R(�; ') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h (ÉÚ
ÚÁÄÁÞÉ 1)| ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ 2-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e(2)
� ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) �(2)
� :

�2 → X | Ô.Å. ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �(2)
� ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅ-

×ÏÄÉÔ ÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÄÎÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ (ÒÅÂÒÏ); ÐÕÓÔØ ÔÁËÖÅ � | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 2-ÍÅÒÎÙÈ
ËÌÅÔÏË Ó ÃÅÌÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : � → X ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ 2-ÃÅÐØ R(�; ') ∈
C2(X;Z) ÐÏ ÏÂÒÁÚÃÕ ÇÒÁÆÏ× É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ 2-ÃÅÐØ ×X ÅÓÔØ R(�; ') ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ � É '. Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ
ÇÒÁÎÉÃÕ @R(�; ') ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h[
] = 0, ÔÏ ÐÅÔÌÑ

 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× × ÇÒÕÐÐÅ �1(X; b) (Ô.Å. ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ).

éÚ ÚÁÄÁÞ 3× É 4× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H1(X;Z) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ �1(X; b) ÐÏ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ Ó×ÏÉÍ
ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ. Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ �1 É
ÎÕÌÅ×ÏÊ H1.

ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ, b ∈ X |
ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, �k : skk(X)→ X | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�2)∗ : �1(sk2(X); b) → �1(X; b) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�1)∗ :
�1(sk1(X); b)→ �1(X; b) | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ×) ïÐÉÛÉÔÅ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ (�1)∗. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H1(X;Z) =
H1(sk2(X);Z). Ä) äÏËÁÖÉÔÅ (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ), ÞÔÏH1(X;Z) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ �1(X; b)
ÐÏ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 6×). 1-ÏÓÔÏ× sk1(X) | ÂÕËÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔ-
ËÕ, ÔÁË ÞÔÏ �1(sk1(X); b) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
Ker(�1)∗ ⊂ �1(sk1(X); b) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË; ÕÔÏÞÎÉÔÅ
ÜÔÏÔ ÏÔ×ÅÔ!
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