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6. ëìåôïþîùê ëïíðìåëó

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÒÁÚÂÉÔÏÅ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ× (ËÌÅÔÏË) X = ⋃∞

k=0
⊔
�∈Ik e

k
�, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ek� ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ �k� : Dk → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �k�
∣∣
Int(Dk) | ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ek�, Á �k�(@Dk) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË ei� Ó
i < k. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ X ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (�k�)−1(F ) ⊂ Dk ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k É ×ÓÑËÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e(k)

� .
sknX (n-ÙÊ ÏÓÔÏ×) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.
ðÕÓÔØ ek� | k-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, Á ek−1

� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fk�
def= �k�

∣∣
@Dk : Sk−1 → skk−1X.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �� : skk−1(X) → Sk−1, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ × ÔÏÞËÕ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË skk−1(X)
(×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ), ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÊ ek−1

� . óÔÅÐÅÎØ [ek� : ek−1
� ] ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �k−1

� ◦ fk� : Sk−1 → Sk−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË ek� É ek−1

� .
ëÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ : : : @k+1−→ Ck @k−→ Ck−1

@k−1−→ : : : , ÇÄÅ Ck |
K-ÍÏÄÕÌØ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @k ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
@k(ek�) = ∑

� [ek� : ek−1
� ]ek−1

� . çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÒÁ×ÎÙ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË É ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z, R É Z=2Z. åÓÌÉ ÄÁÎÙ Ä×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : Hk(X) → Hk(Y ) ÐÒÉ ×ÓÅÈ k.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) X | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; Â) X | ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; ×) X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; Ç) X | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É n ÄÙÒËÁÍÉ; Y | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, f : X → Y | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
Ä) X = Sn, Y = RPn, f : X → Y | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. Å) X = S2n+1 = {(z0; : : : ; zn) ∈ Cn |
|z0|2 + · · · + |zn|2 = 1}, Y = CPn, f : S2n+1 → CPn | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ (f(z0; : : : ; zn) = [z0 :
· · · : zn]). Ö) X = S2n+1 ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 1Å; ÎÁ X ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Z=kZ = {�m def= e2�im=k | m = 0; : : : ; k − 1}
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �m(z0; : : : ; zn) = (�mz0; : : : ; �mzn); Y | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, f : X → Y
| ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ × ÅÅ ÏÒÂÉÔÕ. Ú) X = S∞ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x1; : : : ; xn; : : : ), ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ (Ó×ÏÅÇÏ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ), É ∑∞

k=1 x2
k = 1. Y = CP∞ (ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ!), f : S∞ → CP∞ | ÁÎÁÌÏÇ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ P;Q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ P × Q, ×
ËÏÔÏÒÏÍ ËÌÅÔËÉ | ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÅÔÏË P É Q, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ P ×Q ÄÌÑ
ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ | ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P É Q.

úÁÄÁÞÁ 3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ). ðÕÓÔØ X· = · · · → Xn
@n;X−→ Xn−1

@n−1;X−→ : : : É Y· = · · · → Yn
@n;Y−→ Yn−1

@n−1;Y−→
: : : | ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K, É X· ⊗ Y· = · · · → Xn ⊗ Yn

@n;X⊗@n;Y−→ Xn−1 ⊗
Yn−1

@n−1;X⊗@n−1;Y−→ : : : | ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ, ÔÏ H∗(X ⊗ Y;K) =
H∗(X;K)⊗H∗(Y;K) (Ô.Å. Hn(X ⊗ Y;K) = ∑n

k=0Hk(X;K)⊗Hn−k(Y;K)). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H∗(X ⊗ Y;Z) =
H∗(X;Z) ⊗ H∗(Y;Z) ⊕ G ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Z-ÍÏÄÕÌÑ (Ô.Å. ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ) G, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
H∗(X;Z) É H∗(Y;Z). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ G ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.
úÁÄÁÞÁ 4. (úÁÄÁÎÉÅ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 1) Á) X = CP 1 × CP 1, Y = CP 2, f : X → Y ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f([x1 :
y1]; [x2 : y2]) = [x1y2 + x2y1 : x1x2 : y1y2]. Â) X = Y = RP 2 × RP 2, f : X → Y | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:
f(a; b) = (b; a).
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