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10.1. Óñòàíîâèòå â êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì k èçîìîðôèçì (V tW )∗ ≡ (W t V ), îñíîâàííûé íà ñïàðèâà-
íèè

(V tW )× (W t V ) −→ k : (A,B) 7→ tr(A ◦B) = tr(B ◦A).
Ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ëè òàêîé èçîìîðôèçì íà êàòåãîðèè ìîäóëåé êîíå÷íî-
ãî ðàíãà íàä êîëüöàìè?

10.2. Ïîñòðîéòå íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà 21. Èçó÷èòå
êëàññû å¼ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ è ïîñòðîéòå òàáëèöó õàðàêòåðîâ.

10.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ρ : G → GLn(C) � å¼ íåïðè-
âîäèìîå n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, à C / G � å¼ öåíòð. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî n ≤
√

#G
#C .

10.4. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì PGL2(F5) ' S5, ðàññìîòðåâ äåéñòâèå
ãðóïïû PGL2(F5) íà ìíîæåñòâå èíâîëþöèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1(F5),
íå èìåþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà
ïîñòðîéòå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S5 â ïðîñòðàíñòâå
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà P1(F5) ñ íóëåâîé ñóììîé. Êàêèå
çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ?

10.5. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à ρ : G → GLn(C) � å¼ èíúåêòèâíîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè dimV ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð χρ
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå dimV ðîâíî íà îäíîì êëàññå ñîïðÿæ¼ííîñòè.

10.6. Ïóñòü õàðàêòåð íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V ïðèíèìàåò íåíóëåâîå
çíà÷åíèå íà êëàññå ñîïðÿæ¼ííîñòè K ⊂ G, ïðè÷¼ì ïîðÿäîê #K è
ðàçìåðíîñòü dimV âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç
êëàññà K äåéñòâóþò íà V ñêàëÿðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

10.7. Îáîçíà÷èì Aff1(Fp) ãðóïïó îáðàòèìûõ àôôèííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé x 7→ ax+ b ïðÿìîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fp := Z
pZ .

(à) Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì Aff1(Fp) ' Fp o F×
p .

(á) Ïîñòðîéòå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Aff1(Fp) â ïðî-
ñòðàíñòâå (òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ!) ôóíêöèé Fp 99K C ñ íóëåâîé
ñóììîé.
(â) Äîêàæèòå, ÷òî âñå îñòàëüíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

Aff1(Fp) îäíîìåðíû.
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