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9.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m ∈ N≥2 ðàññìîòðèòå ãðóïïó

G =
( Z
mZ
)×
. Êàêîâ å¼ ïîðÿäîê?

9.2*. Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è 9.1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà

χ ∈ Ĝ (îí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå) ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ

χ̃ : Z −→ C1 : n 7→

{
χ(n mod m), åñëè ÍÎÄ(n,m) = 1

0, åñëè ÍÎÄ(n,m) 6= 1

Èçó÷èòå ñõîäèìîñòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Lχ(s) :=
∞∑
n=1

χ̃(n)

ns
.

(îíà íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Äèðèõëå).

9.3. Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷ 9.1 è 9.2 óñòàíîâèòå äëÿ Re(s) > 1
ðàâåíñòâî

L1(s) = ζ(s)
∏
p|m

(
1− p−s

)
,

ãäå ζ(s) :=
∑∞

n=1
1
ns � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, à ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî

ïðîñòûì äåëèòåëÿìp ÷èñëà m. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî lims→1 L1(s) =∞.

9.4*. Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷ 9.1 è 9.2 ââåäèòå ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé

ζm(s) :=
∏

χ∈
̂( Z
mZ

)× Lχ(s)

è äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ïðè s = 1.

9.5*. Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷ 9.1 è 9.2 äîêàæèòå, ÷òî Lχ(1) 6= 0

äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ ∈ Ĝ \ {1}.

9.6**. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùèõ çàäà÷ ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû

Äèðèõëå î ïðîñòûõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
{3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, . . . } áåñêîíå÷íî. Ñîâåò. Ïî÷èòàéòå êíèãó Æ.-Ï.
Ñåððà "Êóðñ àðèôìåòèêè�.

9.7. Ïîñòðîéòå òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû A4.
9.8. Ïîñòðîéòå òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû D4.
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