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Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë an òàêîâà, ÷òî

an+m ≤ an + am.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

an/n.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü an ≥ 0 è limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

a1 + . . .+ an
n

= lim
n→∞

n
√
a1 · · · an = a.

Çàäà÷à 3.(Òåîðåìà Øòîëüöà) Ïóñòü yn � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì lim

n→∞
yn = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim
n→∞

(xn+1 − xn)/(yn+1 − yn) = A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
n→∞

yn
xn

= A.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øòîëüöà íàéäèòå àñèìïòîòèêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =
∑n

k=1 k
m

è íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

1+ 1
2
+...+ 1

n
lnn .

Ïîëîæèì

yn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− ln(n+ 1), zn = 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− lnn

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) yn íå óáûâàåò, à zn íå âîçðàñòàåò; (b) zn − yn ≤ 1/n;
(c) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî 1+ 1

2+
1
3+. . .+

1
n = lnn+C+εn, ãäå limn→∞ εn = 0.

(d) äîêàæèòå (äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòàìè (a)�(c)), ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî C òàêîå,
÷òî

1 +
1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
= 2
√
n+ 1 + C + εn,

ãäå limn→∞ εn = 0.
Çàäà÷à 5. Êîëîäó èãðàëüíûõ êàðò (äëèíà êàæäîé ðàâíà 10 ñì) êëàäóò íà êðàé ñòîëà

è ñäâèãàþò îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëñÿ âûñòóï âîçìîæíî áîëüøåé
äëèíû. Êðàÿ êàðò äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû êðàþ ñòîëà. Íàéäèòå äëèíó íàèáîëüøåãî
âûñòóïà, åñëè â êîëîäå n êàðò.
Çàäà÷à 6.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç e.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî

e = 1 + 1 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
+

θn
nn!

, 0 < θn < 1.

Âûâåäèòå èç ýòîãî èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü a > 1 è k ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) lim
n→∞

nk

an
= 0, (b) lim

n→∞

loga n

n1/k
= 0, (c) lim

n→∞

an

n!
= 0, (d) lim

n→∞
n
√
n = 1.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, x1 > 0,

ñõîäèòñÿ ê
√
a. Îöåíèòå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 9. Âûâåäèòå èç êðèòåðèÿ Êîøè ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè, íî íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
ïîëíîòû.
Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êîòîðûå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ìíîæå-

ñòâàìè ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, ÷òî limn→∞(an+1 − an) = 0.
Çàäà÷à 11. Âûÿñíèòå ñõîäÿòñÿ ëè ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: an = sinn, an = sinn2,

an = sin 2n.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

âåðíà îöåíêà

lim
n→∞

(1 + an+1

an

)n
≥ e.
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