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È èíôîðìàöèÿ ê ëåêöèÿì 10-13.

Êðàéíèé ñðîê 27 äåêàáðÿ. Çàãðóæàòü ðåøåíèÿ ìîæíî ñþäà
Åñëè âû èñïîëüçóåòå â ðåøåíèè ðåçóëüòàò êàêîé-òî äðóãîé çàäà÷è èç ëèñòêîâ, òî

ðåøåíèå ïîñëåäíåé òîæå äîëæíî áûòü íàïèñàíî (èëè âû îòïðàâëÿëè åãî ðàíåå �
íóæíî îòìåòèòü ýòîò ôàêò, åñëè íåò � ðåøèòü ñåé÷àñ).

Çàäà÷à 1. [2 áàëëà] ÏóñòüK � øåëëèíãîâûé êîìïëåêñ, à hr � êîëè÷åñòâî ñèìïëåê-
ñîâ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè â åãî øåëëèíãå, êîòîðûå áûëè ïðèêëååíû ïî îáúåäè-
íåíèþ r ñâîèõ ãèïåðãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà hr íå çàâèñÿò îò âûáîðà øåëëèíãà
(õîòÿ, êîíå÷íî, çàâèñÿò îò K).

Çàäà÷à 2. [2 áàëëà] Äîêàæèòå, ÷òî óäàëåíèå upbeats è downbeats íå ìåíÿåò ïðîñòîé
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ÷óìà. Â ÷àñòíîñòè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íîãî ÷óìà
ïðîñòî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè åãî ÿäðà.

Çàäà÷à 3. à) [2 áàëëà] Ïóñòü Πn � ÷óì íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà rns,
à Disn � êîìïëåêñ íåñâÿçíûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ (ñì. ëèñòîê 3). Äîêàæèòå, ÷òî
ÿäðî ÷óìà Disn zt∅u èçîìîðôíî Πnzt0̂, 1̂u.

á) [3 áàëëà] Ïóñòü P � îãðàíè÷åííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, à P � ÷óì åãî
ñîáñòâåííûõ ãðàíåé, òî åñòü íåïóñòûõ, è íå ñîâïàäàþùèõ ñî âñåì P , à V � ìíî-
æåñòâî âåðøèí. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ LpP q íà ìíîæåñòâå âåðøèí
V : ñêàæåì, ÷òî ti1, . . . , isu P LpP q, åñëè ýòè âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé ãèïåðãðàíè
ìíîãîãðàííèêà P . Òàêèì îáðàçîì, åñëè P ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê, òî LpP q ïî-
ïðîñòó ñîâïàäàåò ñ åãî ãðàíèöåé. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ÷óìà LpP qzt∅u
èçîìîðôíî P .
Çàäà÷à 4. Ðàñøèðåíèÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Ïóñòü K ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå V è ïóñòü êàæäîé âåðøèíå i P V ïðèïèñàíà íåêîòîðàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ êðàòíîñòü mpiq. Ðàññìîòðèì íîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ Km, âåð-
øèíû êîòîðîãî èìåþò âèä pi, ciq, ãäå i P V , ci P t1, . . . ,mpiqu, à ñèìïëåêñû çàäàþòñÿ
óñëîâèåì

tpi1, ci1q, . . . , pis, cisqu P Km ô ti1, . . . , isu P K

è ñðåäè i1, . . . , is íåò ïîâòîðîâ (ðàçìíîæèëè êàæäóþ âåðøèíó, à ïîòîì íàòÿíóëè íà
êîïèè ñèìïëåêñû êàê â êîìïëåêñå K).

à) [2 áàëëà] Ïóñòü ∆n � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Äîêàæèòå, ÷òî ∆n
m ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòåí áóêåòó n-ìåðíûõ ñôåð. Íàéäèòå ÷èñëî Npmq ñôåð â áóêåòå.
á) [3 áàëëà] Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî K èìååòñÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü

|Km| � |K| _
ª

IPKzt∅u

pΣdim I | lkK I|q_Npm|Iq

(çàïèñü X_k îçíà÷àåò áóêåò k êîïèé ïðîñòðàíñòâà X).
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https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSf2WqFldo9q_WWveMjYyLALMx91dfSVVkHxdhFtXP5mkMPs4g/viewform


Çàäà÷à 5. Ïóñòü R � A � B áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ïàðå ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ íåãî îïðåäåëåíû êîìïëåêñû Äàóêåðà DowkpR,Aq è DowkpR,Bq è íà ïåðâîé
ëåêöèè ìû äîêàçàëè, ÷òî îíè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ðàññìîòðèì åùå îäíó
êîíñòðóêöèþ èç äðóãîé îáëàñòè.

Áóäåì íàçûâàòü áèíàðíîå îòíîøåíèå R � A � B ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì. Äëÿ
ïîäìíîæåñòâà S � A îïðåäåëèì

S 1 � tb P B | aRb @a P Su

è àíàëîãè÷íî, äëÿ T � B îïðåäåëèì

T 1 � ta P A | aRb @b P T u

Ïàðà pS, T q íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì, åñëè S 1 � T è T 1 � S. Ôîðìàëüíûå
ïîíÿòèÿ îáðàçóþò ÷óì SR: ìû ñêàæåì, ÷òî pS1, T1q   pS2, T2q, åñëè S1 � S2 (ýêâèâà-
ëåíòíî, T1 � T2). Ýòîò ÷óì íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé, â íåì åñòü
íàèìåíüøèé ýëåìåíò 0̂ � p∅, Bq è íàèáîëüøèé ýëåìåíò 1̂ � pA,∅q.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàïèñàííûå ñëîâà çâó÷àò äîñòàòî÷íî èíòðèãóþùå, ÷òîáû âû
ñàìîñòîÿòåëüíî çàãóãëèëè èõ ñìûñë â ìàòåìàòèêå, ëîãèêå è àíàëèçå äàííûõ. À çàäà÷à
òàêîâà. Äîïóñòèì, ÷òî îáà êîìïëåêñà DowkpR,Aq è DowkpR,Bq íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè
ñèìïëåêñàìè.

à) [3 áàëëà] Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ |SRzt0̂, 1̂u| ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíà êîìïëåêñàì Äàóêåðà |DowkpR,Aq| è |DowkpR,Bq|.

á) [2 áàëëà] Äîêàæèòå, ÷òî SRzt0̂, 1̂u ïîëó÷àåòñÿ èç ÷óìà DowkpR,Aqzt∅u óäàëåíèåì
upbeats (è, àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî ñ îáðàùåííûì ïîðÿäêîì S�

Rzt0̂, 1̂u ïîëó÷àåòñÿ èç
DowkpR,Bqzt∅u óäàëåíèåì upbeats).

Îòñþäà è èç çàäà÷è 2 ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñû Äàóêåðà ïðîñòî ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû.

Êîììåíòàðèé ïî ïðîéäåííîìó. Ëåêöèÿ 10 áûëà ïðî øåëëèíãè è ìàòðîèäû. Îá-
ùåå ïðî øåëëèíãè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è èõ ãîìîòîïè÷åñêèé òèï [4]. Áðþãåñ-
ñåð è Ìàíè ïðî øåëëèíãîâîñòü ãðàíèö âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ [7]. Ïðî íå÷èñòóþ
âåðñèþ øåëëèíãîâîñòè è Êîýí-Ìàêîëååâîñòè [6]. Ïðî ñâÿçü ìàòðîèäíîé òåîðèè ñ øåë-
ëèíãîâîñòüþ [5].

Ïîñëåäíèå 3 ëåêöèè (11-13) áûëè ïðî êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ëåêöèÿ 11. Ïðî òîïîëîãèè Àëåêñàíäðîâà ïîëîæåíî ññûëàòüñÿ íà [1], íî òàì íà
íåìåöêîì. Â ýòîé æå ðàáîòå Àëåêñàíäðîâà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîðÿäêîâîãî êîìïëåê-
ñà ÷óìà. Òåîðåìû ÌàêÊîðäà î ñâÿçè êîíå÷íûõ òîïîëîãèé è ïîðÿäêîâûõ êîìïëåêñîâ
ñì. [10]. Ëåêöèÿ 12. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ íàóêà ïðî êîíå÷íûå ïðîñòðàíñòâà è ïîíÿòèå
ÿäðà ÷óìà (èëè êîíå÷íîé òîïîëîãèè) åñòü ó Ñòîíãà [12]. Ðåäóêöèÿ Îñàêè [11]. Áîëåå
ñîâðåìåííûå îáçîðû � ñì. Áàðìàêà [3] è Ìýÿ [9]. Ëåêöèÿ 13. Ïðî ãîìîëîãè÷åñêóþ
àëãåáðó ïó÷êîâ íà êîíå÷íûõ ÷óìàõ, êàê ìíå êàæåòñÿ, õîðîøî íàïèñàíî ó Êàððè [8].
Åãî îêðóæåíèå ïðîäâèãàåò èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïó÷êîâ â ïðèêëàäíîé òîïîëîãèè, ïî-
ýòîìó òàì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè ñëîâàìè íàïèñàíû íåêîòîðûå âåùè, íî åñòü ññûëêè
è íà áîëåå ñåðüåçíûå èñòî÷íèêè. Ãîìîëîãè÷åñêèå àðãóìåíòû è ðàññóæäåíèÿ, çàìÿòûå



íà ïîñëåäíåé ëåêöèè, ÿ íàêèäàë â òåêñò [2]. Òàì æå ÿ ïîïûòàëñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷å-
ìó ñëîé îòîáðàæåíèÿ ÷óìîâ òàê íàçûâàåòñÿ, è êàê ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
óâèäåòü ïàðàëëåëè ìåæäó òåîðåìàìè Ñìåéëà è Êâèëëåíà èç íà÷àëà êóðñà.
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