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ËÅÊÖÈß 2

Àííîòàöèÿ. Áàçèñû è ðàçìåðíîñòü.

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà a1x1+ · · ·+anxn =
b, ãäå a1, . . . , an è b � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ïîëÿ F (÷èñëà). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû (êîíå÷íûå

íàáîðû) ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(1)

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . .

ak1x1 + · · ·+ aknxn = bk

.

Åñëè b1 = · · · = bk = 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.
Êîý��èöèåíòû ëåâûõ ÷àñòåé âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèöû (ïðÿìîóãîëüíîé

òàáëèöû) A, â êîòîðîé k ñòðîê è n ñòîëáöîâ, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò ÷èñëî aij .

Ïðàâûå ÷àñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîð b
def

= (b1, . . . , bk) ∈ F
k
. Ñèñòåìó (1) áóäåì îáîçíà÷àòü SA,b; åñëè

ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ, òî SA,0 èëè ïðîñòî SA. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (ò.å. íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

(x1, . . . , xn) ∈ F
n
, îáðàùàþùèõ âñå óðàâíåíèÿ â ðàâåíñòâà) îáîçíà÷èì WA,bF

n
(ñîîòâåòñòâåííî, WA,0 = WA).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé WA ⊂ F
n
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé SA îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå F
n
. Åñëè k < n, òî ïðîñòðàíñòâî

WA ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí âåêòîð, îòëè÷íûé îò íóëåâîãî. ÌíîæåñòâîWA,b ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé SA,b ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â F
n
, ïàðàëëåëüíûì

âåêòîðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó WA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ WA è t ∈ F. Òîãäà tx = (tx1, . . . , txn) � òàêæå ðåøåíèå SA.

Äåéñòâèòåëüíî, i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû âûãëÿäèò òàê: ai1(tx1)+ · · ·+ain(txn) = t(ai1x1+ · · ·+ainxn) = t ·0 = 0.
Ïóñòü òåïåðü y = (y1, . . . , yn) ∈ WA,b (ãäå b ∈ F

k
ëþáîå, íå èñêëþ÷àÿ âîçìîæíîñòè b = 0). Òîãäà x + y =

(x1 + y1, . . . , xn + yn) � ðåøåíèå ñèñòåìû SA,b. Äåéñòâèòåëüíî, i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû SA,b Âûãëÿäèò òàê:

ai1(x1 + y1) + · · · + ain(xn + yn) = (ai1x1 + · · · + ainxn) + (ai1y1 + · · · + ainyn) = 0 + bi = bi. Åñëè ïðèìåíèòü

ýòî óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ b = 0, òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷àåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî WA ⊂ F
n
�

âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ïóñòü òåïåðü z = (z1, . . . , zn) ∈ F
n
� åùå îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû SA,b. Òîãäà y − z =

(y1 − z1, . . . , yn − zn) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû SA: ai1(y1 − z1) + · · · + ain(yn − zn) = (ai1y1 + · · · +
ainyn)− (ai1z1 + · · ·+ ainzn) = bi − bi = 0. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà SA,b èìååò ðåøåíèå (y), òî

ìíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå WA.

Ïóñòü òåïåðü k < n; äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî WA ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð. Áàçà èíäóêöèè: n = 1
è, ñëåäîâàòåëüíî, k = 0 (íèêàêèõ óðàâíåíèé íåò). Òîãäà WA = F ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò 1.

Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ñíà÷àëà a1n = · · · = akn = 0 (òî åñòü íè îäíî èç óðàâíåíèé íà ñàìîì äåëå íå

ñîäåðæèò ïåðåìåííîé xn). Òîãäà WA ñîäåðæèò âåêòîð (0, . . . , 0, 1) 6= ~0. Åñëè æå íå âñå êîý��èöèåíòû ain
ðàâíû íóëþ, òî ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî akn 6= 0. Òîãäà ïîäñòàâèì âî âñå óðàâíåíèÿ,

êðîìå ïîñëåäíåãî, ïåðåìåííóþ xn, âûðàæåííóþ ÷åðåç ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−1 èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ �

ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó akn 6= 0:

xn = −(ak1a
−1

knx1 + · · ·+ ak,n−1a
−1

knxn−1).

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

a11x1 + · · ·+akna1,n−1xn−1 + a1n(−ak1a
−1

knx1 − · · · − ak,n−1a
−1

knxn−1) =

=(a11 − a1nak1a
−1

kn )x1 + · · ·+ (a1,n−1 − a1,n−1ak,n−1a
−1

kn )xn−1 = 0,

. . .

(ak−1,1 − ak−1,nak1a
−1

kn )x1 + · · ·+ (ak−1,n−1 − ak−1,n−1ak,n−1a
−1

kn )xn−1 = 0.

Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå (k − 1) ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ (n − 1), ïîýòîìó
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå y = (x1, . . . , xn−1) 6= (0, . . . , 0) ∈ F

n−1
. Íî

1



òîãäà (x1, . . . , xn−1,−(ak1a
−1

knx1 + · · · + ak,n−1a
−1

knxn−1)) ∈ F
n
� íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû SA. Òåì ñàìûì

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïî èíäóêöèè. �

2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è áàçèñû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v1, . . . , vk ∈ V â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà a1, . . . , ak ∈ F, íå âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî a1v1 +
· · ·+ akvk = 0.

Ñàìî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ, à åãî ëåâàÿ ÷àñòü � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

v1, . . . , vk ñ êîý��èöèåíòàìè a1, . . . , ak. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñîäåðæèò ëèíåéíî çàâèñèìîå

ïîäìíîæåñòâî, òî îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì � êîý��èöèåíòû ai ïðè âåêòîðàõ, íå âîøåäøèõ

â ïîäìíîæåñòâî, ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûì, åñëè ñîäåðæèò êîíå÷íîå ëèíåéíî çàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî (ëþáîãî ðàçìåðà). Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

(êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå), íå ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.

Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî âåêòîðà v ∈ V , ëèíåéíî çàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v = 0.

Ïðèìåð 4. Äâà âåêòîðà v1, v2 íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû åñëè ëèáî îäèí èç íèõ íóëåâîé (ïî ïðèìåðó

3 � ìíîæåñòâî {v1, v2} ñîäåðæèò ëèíåéíî çàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî {0}), ëèáî îíè îáà íåíóëåâûå, íî ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëþáîé èç íèõ êðàòåí äðóãîìó: ∃t : v2 = tv1, ÷òî

äàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü tv1 + (−1)v2 = 0. Ëþáûå òðè âåêòîðà v1, v2, v3 íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v1, v2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìíîæåñòâî {v1, v2, v3} ñîäåðæèò ëèíåéíî çàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî.
Åñëè æå v1, v2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îíè íåíóëåâûå è íå ïàðàëëåëüíû � à çíà÷èò, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

êàê íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ñèñòåìû êîîðäèíàò (âîçìîæíî, íå ïðÿìîóãîëüíîé) ñ íà÷àëîì O è îñÿìè ℓ1, ℓ2.

Ïðîâåäåì ÷åðåç êîíåö âåêòîðà v3 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ℓ2, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ℓ1 â òî÷êå A1. Òîãäà âåêòîð

OA1 ïàðàëëåëåí âåêòîðó v1, òàê ÷òî OA1 = t1v1 äëÿ íåêîòîðîãî t1 ∈ R. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà

A2 ∈ ℓ2 è ÷èñëî t2 òàêîå, ÷òî OA2 = t2v2. Íî v3 = OA1 +OA2 = t1v1 + t2v2, ÷òî äàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

t1v1 + t2v2 + (−1)v3 = 0.

Ïðèìåð 5. Âåêòîðû v1 = (1, 0, . . . , 0), v2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , vn = (0, 0, . . . , 1) ∈ F
n
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ a1v1 + · · · + anvn = (a1, . . . , an) ∈ F
n
ðàâíà 0 = (0, . . . , 0) òîëüêî åñëè

a1 = · · · = an = 0.

Ïðèìåð 6. Ýëåìåíòû 1, t, t2, t3, · · · ∈ R[t] âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ti1 , . . . , tin � êîíå÷íîå ëèíåéíî çàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà a1, . . . , an ∈ R òàêèå,

÷òî ìíîãî÷ëåí a1t
i1 + · · · + ant

in
ðàâåí íóëþ (òî åñòü èìååò íóëåâûå êîý��èöèåíòû). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

a1 = · · · = an = 0.
Òåì ñàìûì R[t] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Òàêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè, à åñëè áåñêîíå÷íîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà íåò, òî êîíå÷íîìåðíûìè.

Â ïðèìåðå 4 äîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïëîñêîñòü � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 7. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v1, . . . , vn ∈ V íàçûâàåòñÿ (êîíå÷íûì) áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà

V , åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà a1, . . . , an ∈ F òàêèå, ÷òî v = a1v1+ · · ·+
anvn.

Ïðèìåð 8. Ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûõ (â ÷àñòíîñòè, íåíóëåâûõ) âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

áàçèñ. Â ïðèìåðå 4 äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé âåêòîð v ïðåäñòàâèì â âèäå v = a1v1+a2v2. Åñëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå

íå åäèíñòâåííî: v = b1v1 + b2v2, òî ïîëó÷àåòñÿ 0 = v − v = (a1 − b1)v1 + (a2 − b2)v2, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç ÷èñåë a1− b1, a2− b2 íå ðàâíî íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû v1, v2 ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî íåâåðíî.

Çíà÷èò, ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, è v1, v2 � áàçèñ.

Ïðèìåð 9. Âåêòîðû v1, . . . , vn èç ïðèìåðà 5 ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå F
n
. Äåéñòâèòåëüíî, v = (a1, . . . , an) =

a1v1 + · · ·+ anvn, è äðóãîãî ïðåäñòâëåíèÿ, î÷åâèäíî, íåò.

Ëåììà 10. (1) Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.

(2) Åñëè v1, . . . , vn ∈ V � êîíå÷íûé áàçèñ, è m > n, òî ëþáûå m âåêòîðîâ w1, . . . , wm ∈ V ëèíåéíî

çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, 0 = 0 · v1 + · · ·+ 0 · vn. Åñëè v1, . . . , vn � áàçèñ, òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà 0
äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì, ÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü v1, . . . , vn.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâèì êàæäûé èç âåêòîðîâ w1, . . . , wm â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ: wi = ai1v1 + · · · + ainvn è ïîïðîáóåì íàéòè êîý��èöèåíòû x1, . . . , xm ∈ F

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òàêèå, ÷òî x1w1 + · · ·+ xmwm = 0. Òîãäà

0 = x1(a11v1 + · · ·+ a1nvn) + · · ·+ xm(am1v1 + · · ·+ amnvn) =

= (x1a11 + · · ·+ xmam1)v1 + · · ·+ (x1a1n + · · ·+ xmamn)vn.



Ïîñêîëüêó v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + · · ·+ am1xm = 0,

. . .

a1nx1 + · · ·+ amnxm = 0.

Â ýòîé ñèñòåìå n óðàâíåíèé è m > n íåèçâåñòíûõ, òàê ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ó íåå åñòü ðåøåíèå, ãäå íå âñå

ïåðåìåííûå x1, . . . , xm ðàâíû íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî w1, . . . , wm ëèíåéíî çàâèñèìû. �

Ëåììà 11. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è v1, . . . , vm ∈ V � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû vm+1, . . . , vn ∈ V , ÷òî v1, . . . , vn � áàçèñ.

Ïðèìåð 12. Åñëè v1 � íåíóëåâîé (òî åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûé) âåêòîð íà ïëîñêîñòè, òî áåðÿ â êà÷åñòâå v2
ëþáîé íå êîëëèíåàðíûé åìó âåêòîð, ïîëó÷àåì áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 11. Åñëè âåêòîð v ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè v = a1v1 + · · · + anvn,

òî â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè v1, . . . , vm ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî � äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê

â ïðèìåðå 8. Åñëè ñèñòåìà v1, . . . , vm � óæå áàçèñ, òî ïîëîæèì n = m è ëåììà äîêàçàíà. Ïóñòü v1, . . . , vm �

íå áàçèñ. Çíà÷èò, íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: íàéäåòñÿ âåêòîð vm+1 ∈ V , íå

ïðåäñòàâèìûé â âèäå a1v1 + · · ·+ amvm.

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû v1, . . . , vm+1 ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü ýòî íå òàê: a1v1 + · · · + amvm +
am+1vm+1 = 0. Åñëè am+1 = 0, òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî âû÷åðêíóòü, è ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
ìåæäó âåêòîðàìè v1, . . . , vm, êîòîðîé ïî óñëîâèþ íåò. Çíà÷èò, am+1 6= 0, íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ vm+1 =
−a−1

m+1(a1v1 + · · ·+ amvm) � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó âåêòîðà vm+1.

Òåì ñàìûì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ v1, . . . , vm óäàëîñü äîïîëíèòü åùå îäíèì âåêòîðîì vm+1

ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, ñòðîÿ âåêòîðû vm+2, vm+3, . . . , è äîêàæåì,

÷òî ðàíî èëè ïîçäíî îí çàêîí÷èòñÿ. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, v2, · · · ∈ V

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è âñÿ ñèñòåìà v1, v2, . . .

ëèíåéíî íåçàâèñèìà: äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåé íàéäåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñîòîÿùåå

èç âåêòîðîâ ñ íîìåðàìè i1 < i2 < · · · < ik, òî ñîäåðæàùåå åãî ïîäìíîæåñòâî {v1, v2, . . . , vik} òàêæå ëèíåéíî
çàâèñèìî, ÷òî íåâåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðîâ � ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. ïðîñòðàíñòâî ïî ïðåäïîëîæåíèþ êîíå÷íîìåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå íîìåð n, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî v1, . . . , vn � áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå V . �

Òåîðåìà 13. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íîìåðíî.

Âñå áàçèñû äàííîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íåíóëåâîé âåêòîð v1, êîòîðûé òåì ñàìûì ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Ïî ëåììå 11 â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ v1, . . . , vn.

Îáðàòíî, ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ v1, . . . , vn. Ïî ëåììå 10 ëþáûå (n+1) âåêòîðîâ
â ïðîñòðàíñòâå V ëèíåéíî çàâèñèìû � ñëåäîâàòåëüíî, V êîíå÷íîìåðíî.

Ïóñòü v1, . . . , vn è w1, . . . , wm � äâà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V . Âåêòîðû w1, . . . , wm ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ïî ëåììå 10 � ñëåäîâàòåëüíî, èç òîé æå ëåììû âûòåêàåò, ÷òî m ≤ n. Íî àíàëîãè÷íî (ïîñêîëüêó w1, . . . , wm

òîæå áàçèñ) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî n ≤ m � ñëåäîâàòåëüíî, m = n. �

Îïðåäåëåíèå 14. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

åãî ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimV .

Òàê, ðàçìåðíîñòü ïëîñêîñòè ðàâíà 2, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà F
n
ðàâíà n. �àçìåðíîñòü âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà, ïîëàãàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîé íóëþ.

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñîäåðæèò

dimV âåêòîðîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

3. �àçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è dim V = n, è ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 16. W êîíå÷íîìåðíî, è dimW ≤ n; ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüW áåñêîíå÷íîìåðíî, òî åñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî.

Òîãäà ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ïîäìíîæåñòâîì òàêæå è â V . Íî V ïî

óñëîâèþ êîíå÷íîìåðíî � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü w1, . . . , wm � áàçèñ âW . Âåêòîðû w1, . . . , wm ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê ÷òî ïî ëåììå 10 èìååìm ≤ n.

Åñëè m = n, òî w1, . . . , wm � áàçèñ â V (ñëåäñòâèå 15). Òåì ñàìûì âñÿêèé âåêòîð èç V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â



âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ w1, . . . , wm ∈ W , è òåì ñàìûì ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó W . Ýòî è

îçíà÷àåò, ÷òî W = V . �

Ëåììà 17. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V � âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî � óïðàæíåíèå.

Ïóñòü X ⊂ V � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì

〈X〉
def

=
⋂

W⊆V� ïîäïðîñòðàíñòâî

X⊆W

W ⊆ V

(âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ W ⊂ V òàêèõ, ÷òî X ⊂ W ). 〈X〉 íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà X .

Ëåììà 18. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé a1v1 + · · · + anvn, ãäå v1, . . . , vn ∈
X � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû (è ÷èñëî n òàêæå ïðîèçâîëüíî). Êîíå÷íîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì W0 ìíîæåñòâî âñåõ óêàçàííûõ â óñëîâèè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü (óáåäèòåñü!), ÷òî W0 ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, è X ⊂ W0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

X ⊂ W , ãäåW ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî âñå âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ W � ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

a1v1 + · · ·+ anvn ∈ W . Òàêèì îáðàçîì, W0 ⊂ W , è 〈X〉 =
⋂

X⊂W W = W0.

ÏóñòüW = 〈v1, . . . , vn〉 ⊂ V . Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ëþáîé âåêòîð w ∈ W ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè âåêòîðîâ vi. Åñëè v1, . . . , vn ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî è,

ñëåäîâàòåëüíî, v1, . . . , vn � áàçèñ â W . �

Òåîðåìà 19. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, W1,W2 ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà dimW1 +
dimW2 = dim(W1 ∩W2) + dim〈W1 ∪W2〉.

Ïðèìåð 20. Ïóñòü V � òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è W1,W2 ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòåé 1 è 2,
òî åñòü ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà âîçìîæíûõ èõ

ðàñïîëîæåíèÿ: ëèáî ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå � íà÷àëå êîîðäèíàò, ëèáî ïðÿìàÿ

ëåæèò â ïëîñêîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå 〈W1 ∩W2〉 = V , W1 ∩W2 = {0}, è òåîðåìà äàåò ðàâåíñòâî 1 + 2 = 0+ 3.
Âî âòîðîì ñëó÷àå 〈W1 ∩W2〉 = W2, W1 ∩W2 = W1, è òåîðåìà äàåò 1 + 2 = 1 + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19. Ïóñòü W0

def

= W1 ∩ W2, W
def

= 〈W1 ∪ W2〉, ni
def

= dimWi (i = 0, 1, 2) è n
def

=
dimW . Ïóñòü w1, . . . , wn0

� áàçèñ â W0. Îí ëèíåéíî íåçàâèñèì, òàê ÷òî åãî ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà

w1, . . . , wn0
, un0+1, . . . , un1

â W1 è äî áàçèñà w1, . . . , wn0
, vn0+1, . . . , vn2

â W2. Äîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå ýòèõ

áàçèñîâ � âåêòîðû w1, . . . , wn0
, un0+1, . . . , un1

, vn0+1, . . . , vn2
� ñîñòàâëÿåò áàçèñ â W .

Ïðåæäå âñåãî, âñå ýòè âåêòîðû ïðèíàäëåæàòW1∪W2 è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà� ïîäìíîæåñòâî

W . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w ∈ W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè w =
a1µ1 + · · · + akµk + b1ν1 + · · · + bℓνℓ, ãäå µ1, . . . , µk ∈ W1 è ν1, . . . , νℓ ∈ W2. Êàæäûé âåêòîð µi � ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ wj è uj , à êàæäûé âåêòîð νi � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ wj è vj . Ïîäñòàâëÿÿ

ýòè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè â âûðàæåíèå äëÿ w, ïîëó÷èì, ÷òî w � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ wj , uj è vj (ñî

âñåâîçìîæíûìè j). Òåì ñàìûì w (à ýòî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç W !) ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ

wj , uj è vj � çíà÷èò, ýòà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ W .

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû w1, . . . , wn0
, un0+1, . . . , un1

, vn0+1, . . . , vn2
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

a1w1 + · · ·+ an0
wn0

+ bn0+1un0+1 + · · ·+ bn1
un1

+ cn0+1vn0+1 + · · ·+ cn2
vn2

= 0,

òî åñòü

a1w1 + · · ·+ an0
wn0

+ bn0+1un0+1 + · · ·+ bn1
un1

= −cn0+1vn0+1 − · · · − cn2
vn2

.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò W1, ïðàâàÿ � W2, ïîýòîìó îáà âåêòîðà ïðèíàäëåæàò W0 = W1 ∩ W2.

Ïîñêîëüêó w0, . . . , wn0
� áàçèñ â W0, à w1, . . . , wn0

, un0+1, . . . , un1
� áàçèñ â W1, ïîëó÷àåì, ÷òî bn0+1 = · · · =

bn1
= 0, òàê ÷òî

a1w1 + · · ·+ an0
wn0

+ cn0+1vn0+1 + · · ·+ cn2
vn2

= 0.

Ïîñêîëüêó w1, . . . , wn0
, vn0+1, . . . , vn2

� áàçèñ â W2, âñå êîý��èöèåíòû â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òàêæå

ðàâíû íóëþ, è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äîêàçàíà. Â ñèëó ëåììû 18 w1, . . . , wn0
, un0+1, . . . , un1

, vn0+1, . . . , vn2

� áàçèñ â ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êå, òî åñòü â W . Òåì ñàìûì dimW = n1 + n2 − n0, è òåîðåìà äîêàçàíà. �


