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Àííîòàöèÿ. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F. Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îñíîâíûå îïåðàöèè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå � ïåðåâîäèò ñóììó âåêòîðîâ â

ñóììó èõ îáðàçîâ è ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî � â ïðîèçâåäåíèå îáðàçà íà òî æå ÷èñëî: f(~x + ~y) =
f(~x) + f(~y) è f(t~x) = tf(~x).

Çàìå÷àíèå 1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáÿçàòåëüíî ïåðåâîäèò íóëåâîé âåêòîð â íóëåâîé (âîîáùå ãîâîðÿ,

äðóãîãî ïðîñòðàíñòâà!): f(~0) = f(0 ·~0) = 0 · f(~0) = ~0.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1'. Ïóñòü V,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F. Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ v1, v2 ∈ V è ëþáûõ äâóõ ÷èñåë x1, x2 ∈ F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x1v1 + x2v2) = x1f(v1) + x2f(v2).

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé: ïóñòü f � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Òîãäà äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ F, v1, v2 ∈ V èìååì f(x1v1 + x2v2) = f(x1v1) + f(x2v2) (ïåðâîå ñâîéñòâî) = x1f(v1) +
x2f(v2) (âòîðîå ñâîéñòâî äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ). Îáðàòíî: ïóñòü f ëèíåéíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1'.

×èñëà x1, x2 ïðîèçâîëüíû; åñëè âçÿòü x1 = x2 = 1, òî ïîëó÷èòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 1; åñëè

âçÿòü x1 = t, x2 = 0, òî âòîðîå.
Åùå îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1�. Ïóñòü V,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F. Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè îáðàç ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç V � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èõ îáðàçîâ ñ òåìè

æå êîý��èöèåíòàìè: äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vm ∈ V è ëþáûõ ÷èñåë x1, . . . , xm ∈ F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x1v1 + · · ·+ xmvm) = x1f(v1) + · · ·+ xmf(vm).

Î÷åâèäíî, îïðåäåëåíèå 1' � ÷àñòíûé ñëó÷àé îïðåäåäåëåíèÿ 1�; äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî (åñëè f ëèíåéíî

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1', òî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1� îíî ëèíåéíî òîæå) � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå (èíäóêöèÿ

ïî m).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü a ∈ F. Òîãäà îòîáðàæåíèå ma : F → F, çàäàííîå �îðìóëîé ma(x) = ax (óìíîæåíèå íà a) �

ëèíåéíîå; çäåñü F íàäåëåíî îáû÷íîé ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ñîáîé.

Ïðèìåð 2. Îáîáùåíèå ïðèìåðà 1: ïóñòü a1, . . . , an ∈ F (èíûìè ñëîâàìè, çàäàí âåêòîð ~a = (a1, . . . , an) ∈ F
n
).

Òîãäà îòîáðàæåíèå ℓa : Fn → F, çàäàííîå �îðìóëîé ℓa((x1, . . . , xn)) = a1x1 + · · ·+ anxn, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

(çäåñü (x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ F � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â F
n
.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ â ïîëå F (ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ñîáîé), íàçûâàþò

ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè.

Ïðèìåð 3. Îòîæäåñòâèì ïëîñêîñòüΠ ñ äâóìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, âûáðàâ â íåé íà÷àëî êîîðäèíàò

O (è ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî òî÷êè A ∈ Π åå ðàäèóñ-âåêòîð

−→
OA, êàê â ëåêöèè 1). Òîãäà ëþáîå äâèæåíèå

ïëîñêîñòè f : Π → Π, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó O â ñåáÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (ïðåîáðàçîâàíèå �

ýòî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà, â äàííîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè, â ñåáÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

−−→
OC =

−→
OA +

−−→
OB, òî

åñòü OACB � ïàðàëëåëîãðàìì, è ïóñòü f(A) = A′
, f(B) = B′

è f(C) = C′
. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ f(O) = O

è f � äâèæåíèå, OA′C′B′
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì è, ñëåäîâàòåëüíî,

−−→
OC′ =

−−→
OA′ +

−−→
OB′

.

Ïóñòü òåïåðü

−−→
OD = t

−→
OA, ãäå t ∈ R. Â ñëó÷àå t > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D ëåæàò íà ëó÷å OA, è |OD| = t |OA|.

Åñëè f(D) = D′
, òî ïîñêîëüêó äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ è ïåðåâîäèò ëó÷è â ëó÷è, ïîëó÷èì, ÷òî D′

ëåæèò íà ëó÷å OA′
è |OD′| = t |OA′| � ñëåäîâàòåëüíî,

−−→
OD′ = t

−−→
OA′

; òåì ñàìûì ëèíåéíîñòü f äîêàçàíà.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Π � ïëîñêîñòü, ℓ ⊂ Π � ïðÿìàÿ â íåé, è f : Π → Π � ïðîåêöèÿ ïëîñêîñòè íà ïðÿìóþ.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî f � îòîáðàæåíå Π â ñåáÿ (õîòÿ îáðàç f � ïðÿìàÿ ℓ, íå ñîâïàäàåò ñî âñåé Π). Ââåäåì

íà Π ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êó A ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì

−→
OA, ãäå òî÷êà O ∈ ℓ.

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì � ïðîâåðüòå!
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Ïðèìåð 5. Îáîáùåíèå ïðèìåðà 2: çàãîòîâèì k íàáîðîâ ÷èñåë (ò.å. âåêòîðîâ) ~a1 = (a11, . . . , a1n), . . . , ~ak =
(ak1, . . . , akn) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå fa : Fn → F

k
, çàäàííîå ïðàâèëîì fa((x1, . . . , xn)) = (ℓa1

(x), . . . , ℓak
(x)),

ãäå ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû ℓ çàäàíû �îðìóëîé èç ïðèìåðà 2.

Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a1, . . . , ~ak óäîáíî ñîáðàòü â ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó èç k ñòðîê è n ñòîëáöîâ, íàçûâàåìóþ

ìàòðèöåé; â ñòðîêå íîìåð i = 1, . . . , k ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðà ~ai:

(1) a =









a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akn









Âñêîðå ìû óâèäèì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå F
n → F

k
èìååò âèä fa äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû a.

Òåîðåìà 1. (1) Êîìïîçèöèÿ f ◦ g : V → U ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé g : V → W è f : W → U � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå.

(2) Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → W èìååò îáðàòíîå f−1 : W → V , òî îíî òîæå ëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 2: ïóñòü w1, w2 ∈ W, t1, t2 ∈ F, è v1
def

= f−1(w1), v2
def

= f−1(w2) ∈ V . Òîãäà

f−1(x1w1 + x2w2) = f−1(x1f(v1) + x2f(v2)) = f−1(f(x1v1 + x2v2)) (ïîñêîëüêó f ëèíåéíî) = x1v1 + x2v2 =
x1f

−1(w1) + x2f
−1(w2).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 � (ëåãêîå) óïðàæíåíèå. �

Íàïîìíèì (èëè ñîîáùèì) òàêîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2. ÌíîæåñòâîG îòîáðàæåíèé f : X → X ìíîæåñòâàX â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé,

åñëè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) G çàìêíóòî îòíîñèòàëüíî êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé: åñëè f : X → X è g : X → X ïðèíàäëåæàò G,

òî èõ êîìïîçèöèÿ f ◦ g : X → X òîæå ïðèíàäëåæèò G.

(2) Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå idX : X → X ïðèíàäëåæèò G.

(3) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî: êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ G èìååò îáðàòíîå f−1 :
X → X , è ýòî îáðàòíîå òîæå ïðèíàäëåæèò G.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V → V (äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà V ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé; îíà îáîçíà÷àåòñÿ GL(V ).

Ìåëêèé øðè�ò: êàòåãîðèè. Îáðàòèìûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ îáðàçóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé.

Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ: à êàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó îáðàçóþò âñå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ �

íåîáÿçàòåëüíî îáðàòèìûå, è, âîçìîæíî, äåéñòâóþùèå èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå? Ýòà ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ

êàòåãîðèÿ.

Â ëþáîé êàòåãîðèè C åñòü îáúåêòû, ìîð�èçìû è êîìïîçèöèÿ. Îáúåêòû � êàêèå-òî ñóùíîñòè (ðàçíûå äëÿ ðàçíûõ

êàòåãîðèé); ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ A èB îïðåäåëåíî ìíîæåñòâîMor(A,B), ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ

ìîð�èçìàìè èç A â B. Â ìíîæåñòâå Mor(A,A) ìîð�èçìîâ èç A â ñåáÿ åñòü âûäåëåííûé ýëåìåíò idA, íàçûâàåìûé

òîæäåñòâåííûì ìîð�èçìîì.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ ëþáûõ òðåõ îáúåêòîâ A,B,C è ëþáûõ äâóõ ìîð�èçìîâ f ∈ Mor(A,B) è g ∈ Mor(B,C) îïðåäåëåí
ìîð�èçì g ◦ f ∈ Mor(A,C) (íàçûâàåìûé êîìïîçèöèåé ìîð�èçìîâ f è g); ïðè ýòîì îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ◦ îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Àññîöèàòèâíîñòü: äëÿ ëþáûõ f , g êàê âûøå è h ∈ Mor(C,D) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) (îáå
åãî ÷àñòè � ìîð�èçìû èç A â D).

(2) id � ëåâûé è ïðàâûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè: äëÿ âñÿêîãî f ∈ Mor(A,B) èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà idB ◦f = f ◦ idA = f .

Êàê ìû äîêàçàëè âûøå, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíóþ êàòåãîðèþ, îáúåêòû êîòîðîé � âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà íàä çàðàíåå �èêñèðîâàííûì ïîëåì F, à ìíîæåñòâî Mor(A,B) ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

A → B. Êîìïîçèöèÿ â äàííîì ñëó÷àå � äåéñòâèòåëüíî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Ïîõîæèõ êàòåãîðèé äîâîëüíî ìíîãî:

ìîæíî äàæå ðàññìîòðåòü êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, îáúåêòû êîòîðîé � âñå ìíîæåñòâà, à ìíîæåñòâî Mor(A,B) ñîñòîèò
èç âñåõ âîîáùå îòîáðàæåíèé A → B; êîìïîçèöèÿ � êîìïîçèöèÿ.

Íî áûâàþò êàòåãîðèè è äðóãîé ïðèðîäû. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïëîñêîñòü Π è îïðåäåëèì êàòåãîðèþ, îáúåêòû

êîòîðîé � òî÷êè ýòîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ Π ìîð�èçìû èç a â b � ýòî íåïðåðûâíûå êðèâûå,

ñîåäèíÿþùèå a è b. Êîìïîçèöèåé êðèâûõ γ ∈ Mor(a, b) è δ ∈ Mor(b, c) íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ δ ◦ γ, ñîåäèíÿþùàÿ a è c è

ïîëó÷åííàÿ �ïðèêëåèâàíèåì� êðèâîé δ ê êîíå÷íîé òî÷êå êðèâîé γ. Ýëåìåíòà ida ∈ Mor(a, a) � �òðèâèàëüíàÿ� êðèâàÿ,

ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷êè a.

Îïèøåì òåïåðü âñå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V → W ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â V ïðîèçâîëüíûé áàçèñ v1, . . . , vn ∈ V .

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âåêòîðîâ w1, . . . , wn ∈ W ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå f : V → W òàêîå, ÷òî f(vi) = wi ïðè âñåõ i = 1, . . . , n. Îòîáðàæåíèå f îáðàòèìî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð âåêòîðîâ w1, . . . , wn ∈ W ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â W .



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå f : ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ V ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ: ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà x1, . . . , xn ∈ F òàêèå,

÷òî v = x1v1 + · · · + xnvn. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ f(v) = x1w1 + · · · + xnwn è äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå

îòîáðàæåíèå � ëèíåéíå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u = y1v1 + · · · + ynvn è t1, t2 ∈ F. Òîãäà t1v + t2u = (t1x1 +
t2y1)v1 + · · ·+ (t1xn + t2yn)vn, îòêóäà f(t1v + t2u) = (t1x1 + t2y1)w1 + · · ·+ (t1xn + t2yn)wn = t1(x1w1 + · · ·+
xnwn) + t2(y1w1 + · · ·+ ynwn) = t1f(v) + t2f(u).

Åäèíñòâåííîñòü f : ïóñòü f(vi) = wi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V ñóùåñòóþò è

åäèíñòâåííû ÷èñëà x1, . . . , xn òàêèå, ÷òî v = x1v1 + · · · + xnvn. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1�, f(v) = x1f(v1) +
· · ·+ xnf(vn) = x1w1 + · · ·+ xnwn îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü òåïåðü w1, . . . , wn � áàçèñ â W . �àññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g : W → V , äëÿ êîòîðîãî

g(wi) = vi ïðè âñåõ i = 1, . . . , n � êàê òîëüêî ÷òî äîêàçàíî, îíî ñóùåñòâóåò. Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f : V → V

� ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 1); ïðè ýòîì (g ◦ f)(vi) = vi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ýòèìè
æå ñâîéñòâàìè (ëèíåéíîñòü è vi 7→ vi) îáëàäàåò è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idV . Â ñèëó äîêàçàííîé âûøå

åäèíñòâåííîñòè g ◦ f = idV . Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f ◦ g = idW .

Îáðàòíî, ïóñòü f−1 : W → V ñóùåñòâóåò; ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 òåîðåìû 1 îíî ëèíåéíî. Ïóñòü w ∈ W

� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð è v
def

= f−1(w) ∈ V . Ïîñêîëüêó v1, . . . , vn � áàçèñ, ñóùåñòâóþò ÷èñëà x1, . . . , xn òàêèå,

÷òî v = x1v1 + · · ·+ xnvn. Òîãäà w = f(v) = f(x1v1 + · · ·+xnvn) = x1f(v1) + · · ·+xnf(vn) = x1w1 + · · ·+xnwn

� òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé âåêòîð èç W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòðîâ w1, . . . , wn.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà êîìáèíàöèÿ åäèíñòâåííà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî w = y1w1 + · · · + ynwn. Òîãäà â ñèëó

ëèíåéíîñòè f−1
ïîëó÷àåì, ÷òî v = y1v1 + · · · + ynvn, à ïîñêîëüêó v1, . . . , vn ∈ V � áàçèñ, y1 = x1 , . . . ,

yn = xn. �

Äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò îáðàòèìîå

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → W . Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äâà ïðîñòðàíñòâà èçîìîð�íû, òî îíè êîíå÷íîìåðíû èëè áåñêîíå÷íîìåðíû îäíîâðåìåííî.

Äâà êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà èçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü òåïåðü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, â êîòîðûõ

çà�èêñèðîâàíû áàçèñû v1, . . . , vk è w1, . . . , wn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i = 1, . . . , k ðàçëîæèì âåêòîð f(vi) ∈ W ïî

áàçèñó: f(vi) = ai1w1 + · · ·+ ainwn. Ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð ÷èñåë aij ∈ F, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n, ìîæíî ñîáðàòü

â ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó (1) èç k ñòðîê è n ñòîëáöîâ, íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ f â áàçèñàõ

v1, . . . , vk ∈ V è w1, . . . , wn ∈ W (îíà çàâèñèò è îò îòîáðàæåíèÿ, è îò îáîèõ áàçèñîâ). Èç òîé æå òåîðåìû 2

âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Çà�èêñèðóåì áàçèñû v1, . . . , vk ∈ V è w1, . . . , wn ∈ W â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

V è W . Òîãäà äëÿ ëþáîé k × n-ìàòðèöû a (êàê â (1)) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f : V → W òàêîå, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ åãî ìàòðèöåé â áàçèñàõ v1, . . . , vk ∈ V è w1, . . . , wn ∈ W .

Ïðèìåð 6. Â ïðîñòðàíñòâå F
m
(ñ ïðîèçâîëüíûìm) èìååòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñòàíäàðòíûé áàçèñ e

(m)
1 , . . . , e

(m)
m ,

ãäå ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) (âñåãî m ÷èñåë, åäèíèöà íà i-îì ìåñòå, i = 1, . . . ,m). Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìàòðèöåé

îòîáðàæåíèÿ fa èç ïðèìåðà 5 â áàçèñàõ e
(k)
1 , . . . , e

(k)
k è e

(n)
1 , . . . , e

(n)
n ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà a. Òåì ñàìûì èç

ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáàæåíèå F
k → F

n
åñòü fa äëÿ íåêîòîðîé (îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé)

ìàòðèöû a.

Ïðèìåð 7. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, îòîæäåñòâèâ åå òåì ñàìûì ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

R
2
. Îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè íà îñü àáñöèññ ℓ (ïðèìåð 4) èìååò â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöó ( cc1 0

0 0 ) (óáåäèòåñü!).

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà íà óãîë ϕ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò èìååò â òîì æå áàçèñå ìàòðèöó

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

.

Îáîçíà÷èì òåïåðü Lin(V,W ) ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â W . Íà ìíîæåñòâå Lin(V,W )
ëåãêî îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

• Åñëè f : V → W è g : V → W � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, òî îòîáðàæåíèå f + g : V → W îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ïîòî÷å÷íàÿ ñóììà: (f + g)(v) = f(v) + g(v) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V ; â ïðàâîé ÷àñòè � ñóììà

âåêòîðîâ f(v) ∈ W è g(v) ∈ W .

• Åñëè f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è t ∈ F, òî îòîáðàæåíèå tf îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ïîòî÷å÷íîãî

óìíîæåíèÿ íà t: (tf)(v) = tf(v); ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà f(v) ∈ W íà ÷èñëî t.

Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèÿ f+g è tf , îïðåäåëåííûå âûøå, ëèíåéíûå (ò.å. ïðèíàäëåæàò Lin(V,W )). Ìíîæåñòâî

Lin(V,W ) ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû � ðóòèííîå óïðàæíåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü V è W � êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ çà�èêñèðîâàíû áàçèñû v1, . . . , vk ∈ V

è w1, . . . , wn ∈ W .



(1) Åñëè îòîáðàæåíèÿ f ∈ Lin(V,W ) è g ∈ Lin(V,W ) èìåþò â áàçèñàõ v1, . . . , vk ∈ V è w1, . . . , wn ∈ W

ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij), òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ t1f + t2g èìååò â òåõ æå áàçèñàõ

ìàòðèöó (t1aij + t2bij). Ýòà ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ t1A+ t2B è íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ìàòðèö A è B (ïðè t1 = t2 = 1 � ñóììîé ìàòðèö A + B, ïðè t1 = t è t2 = 0 � ïðîèçâåäåíèåì tA

ìàòðèöû A íà ÷èñëî t).

(2) Â òåõ æå óñëîâèÿõ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Lin(V,W ) ðàâíà kn.

(3) Åñëè îòîáðàæåíèå h : W → U èìååò ìàòðèöó (cpq) â áàçèñàõ w1, . . . , wn ∈ W è u1, . . . , um ∈ U ,

òî êîìïîçèöèÿ h ◦ f : V → U èìååò â áàçèñàõ v1, . . . , vk ∈ V è u1, . . . , um ∈ U ìàòðèöó D = (diq)
èç k ñòðîê è m ñòîëáöîâ, ãäå diq = ai1c1q + · · · + aincnq. Ýòà ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ D = AC è

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 îáîçíà÷èì e
k,n
ij ìàòðèöó k×n,

ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè íîìåð i è ñòîëáöà íîìåð j ñòîèò 1, à â îñòàëüíûõ ìåñòàõ � 0; çäåñü i �

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îò 1 äî k, à j � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îò 1 äî n. Òîãäà, èç óòâåðæäåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî

ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

∑n

i,j=1 aije
k,n
ij , ïðè÷åì êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè � åäèíñòâåííî âîçìîæíûå. Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 2 è óòâåðæäåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

Eij : V → W , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n, ìàòðèöû êîòîðûõ â áàçèñõ v1, . . . , vk ∈ V è w1, . . . , wn ∈ W ðàâíû e
k,n
ij ,

ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lin(V,W ).
Óòâåðæäåíèå 3: (h ◦ f)(vi) = h(ai1w1 + · · ·+ ainwn) = ai1f(w1) + · · ·+ ainf(wn) = ai1(c11u1 + · · ·+ c1mum) +

· · ·+ain(cn1u1+ · · ·+cnmum) = (ai1c11+ · · ·+aincn1)u1+ · · ·+(ai1c1m+ · · ·+aincnm)um, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �


