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ËÅÊÖÈß 5

Àííîòàöèÿ. À��èííûå ïðîñòðàíñòâà è à��èííûå îòîáðàæåíèÿ. Âçàèìîñâÿçü à��èííîé è ëèíåéíîé ãðóïïû.

À��èííûå ðåïåðû è áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Íàïîìèíàíèå

À��èííîå ïðîñòðàíñòâî L, ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V (íàä ïîëåì F) � ìíîæåñòâî (åãî

ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè), â êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ îòêëàäûâàíèÿ âåêòîðà (ýëåìåíòà V ) îò
òî÷êè: a + v ∈ L, ãäå a ∈ L è v ∈ V ; ñâîéñòâà îïåðàöèè ïåðå÷èñëåíû â ëåêöèè 1. Åñëè a, b ∈ L � äâå òî÷êè,

òî ñèìâîëîì b− a ∈ V îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð (îí ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí), äëÿ êîòîðîãî a+ (b − a) = b.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ L îòîáðàæåíèå Ma : V → L, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð v â Ma(v) = a + v, âçàèìíî

îäíîçíà÷íî è ïåðåâîäèò 0 ∈ V â òî÷êó a. Ìû áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîì îòîáðàæåíèè �îòìåòèì òî÷êó a ∈ L è

òåì ñàìûì îòîæäåñòâèì L ñ V �.
Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, W ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à c ∈ V � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,

òî c+W
def

= {c+w | w ∈ W} ⊂ V � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå W ; îïåðàöèÿ a+ v çäåñü � ñóììà

âåêòîðà a ∈ c+W ⊂ V è âåêòîðà v ∈ W ⊂ V â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Åñëè c ∈ W (íàïðèìåð, c = 0), òî
c+W = W ; â ÷àñòíîñòè, ñàìî ïðîñòðàíñòâî V � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå ñàìîìó ñåáå (ñëó÷àé

W = V , c ëþáîå).

1. À��èííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü K è L � à��èííûå ïðîñòðàíñòâà, ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâàì V è W (íàä îäíèì è

òåì æå ïîëåì F). Îòîáðàæåíèå f : K → L íàçûâàåòñÿ ïîëóà��èííûì, åñëè îíî ïåðåâîäèò ðàâíûå âåêòîðû â

ðàâíûå: åñëè òî÷êè a, b, c, d ∈ K òàêîâû, ÷òî b− a = d− c ∈ V , òî f(b)− f(a) = f(d)− f(c) ∈ W .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóà��èííîå îòîáðàæåíèå f ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå f̃ : V → W : åñëè v ∈ V , òî f̃(v)
def

=
f(a+ v)− f(a), ãäå a ∈ K � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëóà��èííîãî îòîáðàæåíèÿ f îòîáðàæåíèå f̃ : V → W àääèòèâíî: f̃(v1 + v2) =

f̃(v1) + f̃(v2) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v1, v2 ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè a, b, c ∈ K òàêîâû, ÷òî b−a = v1, c−b = v2, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ à��èííîãî

ïðîñòðàíñòâà c− a = v1+ v2. Òåïåðü f̃(v1 + v2) = f(c)− f(a) = (f(c)− f(b))+ (f(b)− f(a)) = f̃(v1)+ f̃(v2). �

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëóà��èííîå îòîáðàæåíèå f : K → L íàçûâàåòñÿ à��èííûì, åñëè îïåðàòîð f̃ : V → W
ëèíååí, ò.å. ïîìèìî àääèòèâíîñòè (êîòîðîé îí îáëàäàåò ïî ëåììå 1) óäîâëåòâîðÿåò åùå è òîæäåñòâó f̃(tv) =

tf̃(v) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v ∈ V è âñåõ ñêàëÿðîâ (÷èñåë) t ∈ F.

Òåîðåìà 1. (1) Êîìïîçèöèÿ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé à��èííà.

(2) f̃ ◦ g = f̃ ◦ g̃ äëÿ ëþáûõ äâóõ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé f : L → M è g : K → L (K,L,M �

ïðîèçâîëüíûå à��èííûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F).

(3) Åñëè à��èííîå îòîáðàæåíèå f : K → L èìååò îáðàòíîå, òî ýòî îáðàòíîå f−1 : L → K òàêæå

à��èííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîëóà��èííûõ îòîáðàæåíèé ïîëóà��èííà � åñëè

îòîáðàæåíèÿ f è g ïåðåâîäÿò ðàâíûå âåêòîðû â ðàâíûå, òî æå ñàìîå äåëàåò è èõ êîìïîçèöèÿ f ◦g. Òåì ñàìûì

åñëè îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ f̃ è g̃, òî îïðåäåëåíî è îòîáðàæåíèå f̃ ◦ g.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2: ïóñòü U, V,W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì ïàðàëëåëüíû K,L,M . Òîãäà

f̃ ◦ g : U → W çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f̃ ◦ g(u) = (f ◦ g)(k + u) − (f ◦ g)(k) = f(g(k + u)) − f(g(k)) = f(g(k) +

g̃(u))− f(g(k)) = f̃(g̃(u)) = (f̃ ◦ g̃)(u).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå 1 î÷åâèäíî: åñëè f̃ è g̃ îïðåäåëåíû è ëèíåéíû, òî îòîáðàæåíèå f̃ ◦ g = f̃ ◦ g̃ îïðåäåëåíî
è ëèíåéíî (ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ëèíåéíà).

Óòâåðæäåíèå 3 âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê ëèíåéíîìó, òàêæå ëèíåéíî. �

Ñëåäñòâèå 1. Îáðàòèìûå à��èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà L îáðàçóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

(îáîçíà÷àåìóþ Aff(L)).
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü L � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëëåëüíîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V , è ïóñòü v ∈ V .
Îòîáðàæåíèå Tv : L → L, çàäàííîå �îðìóëîé Tv(a) = a+v, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì à��èííîãî

ïðîñòðàíñòâà L íà âåêòîð v. Åñëè w ∈ V , òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååì T̃v(w) = Tv(a + w) − Tv(a) = (a + w +

v) − (a + v) = w, òî åñòü T̃v = id íåçàâèñèìî îò âåêòîðà v. Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî, òàê ÷òî

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Èìååì òàêæå Tv1(Tv2(a)) = Tv1(a + v2) = (a + v2) + v1 = a + (v1 + v2) ïî îïðåäåëåíèþ à��èííîãî

ïðîñòðàíñòâà; èíûìè ñëîâàìè, Tv1 ◦ Tv2 = Tv1+v2 � êîìïîçèöèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû v1
è v2 òîæå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � íà âåêòîð v1 + v2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî T0 = id, îòêóäà âûòåêàåò,

÷òî T−1
v = T−v � ëþáîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îáðàòèì è åãî îáðàòíîå � òîæå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ,

íà ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû îáðàçóþò ãðóïïó

ïðåîáðàçîâàíèé à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà, îáîçíà÷àåìóþ T (L). Ýòî ïîäãðóïïà â ãðóïïå Aff(L).

Ïðèìåð 2. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî à��èííûì (ïàðàëëåëüíûì ñàìîìó ñåáå). Ïóñòü

W � åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî (W = V íå èñêëþ÷àåòñÿ), è f : V → W � îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî f(0) = 0.
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëóà��èííî, åñëè äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ V èìååì f(v1+v2)−f(v1) = f(v2)−f(0) = f(v2),

òî åñòü f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) (àääèòèâíîñòü). Â ýòîì ñëó÷àå f̃(v) = f(v) − f(0) = f(v), òî åñòü f̃ = f .
Òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïåðåâîäÿùåå 0 â 0, à��èííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ëèíåéíî.

Ïóñòü òåïåðü f : V → W � ïðîèçâîëüíîå à��èííîå îòîáðàæåíèå, è f(0)
def

= b ∈ W . Ïóñòü T−b : W → W �

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ; òîãäà êîìïîçèöèÿ g
def

= T−b ◦ f � à��èííîå îòîáðàæåíèå (ïî òåîðåìå 1), ïåðåâîäÿùåå

0 â 0 � ñëåäîâàòåëüíî, g(v) = Av äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ Lin(V,W ) è ïðîèçâîëüíîãî v ∈ V (àðãóìåíò ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî ïèøóò áåç ñêîáîê, êàê �ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð�). Ñëåäîâàòåëüíî, f(v) = Av+ b,
è ýòî � îáùèé âèä à��èííîãî îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü G è H � ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (ìíîæåñòâ X è Y , âîçìîæíî, ðàçëè÷íûõ). Îòîáðàæåíèå F : G →
H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì, åñëè ïåðåâîäèò êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé â êîìïîçèöèþ, òîæäåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå (êîòîðîå åñòü â ëþáîé ãðóïïå) â òîæäåñòâåííîå è îáðàòíîå â îáðàòíîå: F (g1 ◦ g2) = F (g1) ◦
F (g2) äëÿ âñåõ g1, g2 ∈ G, F (idX) = idY è F (g−1) = F (g)−1

äëÿ ëþáîãî g ∈ G. ßäðîì ãîìîìîð�èçìà

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäèìûõ èì â òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ëåììà 2. ßäðî ãîìîìîð�èçìà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ:

åñëè x ∈ G � ýëåìåíò ÿäðà è y ∈ G � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî yxy−1
òàêæå ëåæèò â ÿäðå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû � óïðàæíåíèå, èëè ïîñìîòðèòå â ëþáîì êóðñå àëãåáðû, ãäå àíàëîãè÷íàÿ ëåììà

äîêàçàíà äëÿ àáñòðàêòíûõ ãðóïï (ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, àáñòðàêòíûìè ãðóïïàìè).

Íà ýòîì ÿçûêå óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû 1 çâó÷èò òàê:

Òåîðåìà 1, óòâåðæäåíèå 2'. Îòîáðàæåíèå Aff(L) → GL(V ), ñîïîñòàâëÿþùåå à��èííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ

f ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f̃ , ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

Êðîìå òîãî, ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî óòî÷íèòü:

Òåîðåìà 1, óòâåðæäåíèå 2', ïðîäîëæåíèå. Îáðàç ýòîãî ãîìîìîð�èçìà � âñÿ ãðóïïà GL(V ) (òàêîå
íàçûâàåòñÿ ýïèìîð�èçìîì), à ÿäðî � ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïðîñòðàíñòâà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ GL(V ). Çà�èêñèðóåì òî÷êó a ∈ L è îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå f : L → L
�îðìóëîé f(a+ v) = a+Av, ãäå v ∈ V � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Äëÿ ëþáûõ b = a+ v, c = a+w = b+ (w− v)

èìååì f(c)− f(b) = Aw −Av = A(w − v), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî f ∈ Aff(L) è f̃ = A. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî

îáðàç ãîìîìîð�èçìà � âñÿ ãðóïïà GL(V ).

Ïóñòü òåïåðü f ∈ Aff(L) ëåæèò â ÿäðå, òî åñòü f̃ = I : V → V (åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Âûáåðåì òî÷êó a

è ïîëîæèì v = f(a) − a. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè b = a + w èìååì f(b) = f(a) + f̃(w) = f(a) + w =

a + v + w = b + v � òî åñòü f = Tv (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ). Îáðàòíî, åñëè f = Tv, òî f̃ = I � ñì. ïðèìåð

1. �

Ìåëêèé øðè�ò äëÿ çíàêîìûõ ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè ãðóïï. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû ëþáîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó; åå ÷àñòî îáîçíà÷àþò

òåì æå ñèìâîëîì V . Èç ïðèìåðà 1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå V → T (L), ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó v ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ Tv, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ãðóïï. ßäðî ýòîãî ãîìîìîð�èçìà òðèâèàëüíî (ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî

âåêòîðà) � èç îïðåäåëåíèÿ à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî a+v = a âîçìîæíî òîëüêî ïðè v = 0, òàê
÷òî Tv = id ⇔ v = 0. Ïîñêîëüêó îáðàçîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, âñÿ ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ

(âñÿêèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ åñòü Tv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V ), ãîìîìîð�èçì v 7→ Tv ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì; ãðóïïà

T (L) èçîìîìîð�íà V .
Ïîäãðóïïà T (L) ⊂ Aff(L) íîðìàëüíà: äëÿ âñÿêîãî v ∈ V è ïðîèçâîëüíîãî f ∈ Aff(L) îòîáðàæåíèå fTvf

−1
�

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 2 è óòî÷íåííîãî óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 1, íî ìîæíî è ïðîâåðèòü



íåïîñðåäñòâåííî: äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ L èìååì (f ◦Tv ◦ f
−1)(a) = f(Tv(f

−1(a))) = f(f−1(a)+ v) = f(f−1(a))+

f̃(v) = a+ f̃(v), òî åñòü f ◦ Tv ◦ f−1 = Tf̃(v).

Ôàêòîð-ãðóïïà Aff(L)/T (L) èçîìîð�íà, ïî ñòàíäàðòíîé òåîðåìå, îáðàçó ãîìîìîð�èçìà, òî åñòü ãðóïïå GL(V ).

Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X , è a ∈ X . Ñèìâîëîì Staba ⊂ G îáîçíà÷èì ñòàáèëèçàòîð

òî÷êè a, ò.å. ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé g ∈ G òàêèõ, ÷òî g(a) = a. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà H ⊂ G
(â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäãðóïïû) è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà f ∈ G ñèìâîëîì fHf−1

îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

{fhf−1 | h ∈ H}.

Òåîðåìà 2. Staba ⊂ G � ïîäãðóïïà. Åñëè f ∈ G, òî f Staba f
−1 = Stabf(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g1, g2 ∈ Staba, òî (g1 ◦ g2)(a) = g1(g2(a)) = g1(a) = a, òàê ÷òî g1 ◦ g2 ∈ Staba � ýòî

ïîäãðóïïà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè g ∈ Staba, òî (f ◦ g ◦ f−1)(f(a)) = f(g(f−1(f(a)))) = f(g(a)) = f(a), òàê
÷òî f ◦ g ◦ f−1 ∈ Stabf(a), òî åñòü

(1) f Staba f
−1 ⊆ Stabf(a)

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, f−1 Stabf(a) f ⊆ Staba, à f−1f Staba f
−1f = Staba, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (1)

íà ñàìîì äåëå � ðàâåíñòâî. �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ G, ïåðåâîäàùåå òî÷êó a â òî÷êó b, òî ñòàáèëèçàòîðû
òî÷åê a è b � èçîìîð�íûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 3. Ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òî÷êè a ∈ L â ãðóïïå Aff(L) èçîìîð�åí ãðóïïå GL(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Φa îãðàíè÷åíèå ãîìîìîð�èçìà Aff(L) → GL(V ) (òåîðåìà 1, óòâåðæäåíèå 2) íà
ïîäãðóïïó Staba ⊂ Aff(L). Ìû äîêàæåì, ÷òî Φa � èçîìîð�èçì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî C ∈ GL(V ) ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå fC : L → L, äåéñòâóþùåå ïî �îðìóëå fC(b) =
a + C(b − a) (âòîðîå ñëàãàåìîå � îáðàç âåêòîðà b − a ∈ V ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ C).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî fC à��èííî è fC(a) = a � òî åñòü, fC ∈ Staba. Òåì ñàìûì ïîëó÷èëîñü îòîáðàæåíèå

Λa : GL(V ) → Staba. Ýòî ãîìîìîð�èçì ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé: äåéñòâèòåëüíî, Λa(C1C2) � ïðåîáðàçîâàíèå,

ïåðåâîäÿùåå òî÷êó b â Λa(C1C2)(b) = fC1C2
(b) = a + C1C2(b − a) = fC1

(a + C2(b − a)) = fC1
(fC2

(b)) =
(Λa(C1) ◦ Λa(C2))(b).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Φa è Λa � âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîìîð�èçìû (è, òåì ñàìûì, êàæäûé èç íèõ �

èçîìîð�èçì). Äåéñòâèòåëüíî, Φa(Λa(C))(v) = f̃C(v) = fC(a + v) − fC(a) = Cv, òàê ÷òî Φa(Λa(C)) = C, òî

åñòü Φa ◦ Λa = idGL(V ). Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ Staba (òî åñòü f à��èííî è f(a) = a); òîãäà Λa(Φa(f)) = Λa(f̃)

� à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó b ∈ L â a + f̃(b − a) = f(a) + f(b) − f(a) = f(b). Èíûìè
ñëîâàìè, Λa(Φa(f)) = f , òî åñòü Λa ◦Φa = idAff(L). �

Ìåëêèé øðè�ò ïðî ïîëóà��èííûå îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ïðèìåð ïîëóà��èííîãî, íî íå à��èííîãî îòîáðàæåíèÿ: ïóñòü F = C (êîìïëåêñíûå ÷èñëà). Ñàìî ìíîæåñòâî

C ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì à, ñëåäîâàòåëüíî, è à��èííûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì C. Îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé

f(z) = z, àääèòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî (ïðèìåð 2), ïîëóà��èííî. Íî îíî íå ëèíåéíî (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå à��èííî):

åñëè t ∈ C, íî t /∈ R, òî f(tz) = tf(z) 6= tf(z).

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ à��èííûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì R ïîäîáíîãî ïðèìåðà íå ñóùåñòâóåò! ñì. äîïîëíèòåëüíûé

ëèñòîê 5A, â êîòîðîì îáúÿñíÿåòñÿ, êðîìå òîãî, ñâÿçü ïîëóà��èííîñòè è ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ � ìíîæåñòâà

àâòîìîð�èçìîâ ïîëÿ F.

Ïóñòü L � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V íàä ïîëåì F. Êàê ìû

ïîìíèì èç ëåêöèè 2, äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ℓ(v) = c (ãäå ℓ : W → F � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, à c ∈ F) ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â

W ; åñëè W êîíå÷íîìåðíî, à ℓ 6≡ 0, òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü, íà åäèíèöó ìåíüøóþ, ÷åì

W (äîêàæèòå!) � òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ (à��èííûìè) ãèïåðïëîñêîñòÿìè â W . Îêàçûâàåòñÿ,

ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïðåäñòàâèòü ëþáîå à��èííîå ïðîñòðàíñòâî êàê ãèïåðïëîñêîñòü â ïîäõîäÿùåì âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå.

À èìåííî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ L è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Wa �îðìàëüíûõ âûðàæåíèé

xa+ v, ãäå x ∈ F è v ∈ V . Íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî:

(x1a+ v1) + (x2a+ v2) = (x1 + x2)a+ (v1 + v2),(2)

t(xa+ v) = (tx)a + tv.(3)

Òåîðåìà 4. Ôîðìóëû (2) è (3) îïðåäåëÿþò â Wa ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà; îòîáðàæåíèå

ℓa : Wa → F, çàäàííîå �îðìóëîé ℓa(xa + v) = x, � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë. Îòîáðàæåíèå fa : L → Wa,

ñîïîñòàâëÿþùåå âñÿêîé òî÷êå b ∈ L ýëåìåíò a + (b − a) ∈ Wa, ÿâëÿåòñÿ à��èííûì èçîìîð�èçìîì èç

ïðîñòðàíñòâà L â ãèïåðïëîñêîñòü {w ∈ Wa | ℓa(w) = 1}.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû. Ïîñëåäíåå: ïóñòü c = b + v, òîãäà fa(c) =
a + (c − a) = a + ((b − a) + v) � ñëåäîâàòåëüíî, fa(c) − fa(b) = (b − a) + v − (b − a) = v � íå çàâèñèò îò

âûáîðà òî÷åê b è c, à îò âûáîðà âåêòîðà v çàâèñèò ëèíåéíî (òî÷íåå, ðàâíî åìó). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
fa à��èííî. Îíî òàêæå âçàèìíî îäíîçíà÷íî (áèåêòèâíî, îáðàòèìî): åñëè ℓa(w) = 1, òî w = a+ v = fa(a+ v)
(â ëåâîé ÷àñòè a+ v ∈ Wa, à â ïðàâîé � a+ v ∈ L, ðåçóëüòàò îòêëàäûâàíèÿ âåêòîðà v ∈ V îò òî÷êè a). �

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè b = a+ w ∈ L � äðóãàÿ òî÷êà à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ìåæäó Wa è Wb ñóùåñòâóåò

åñòåñòâåííûé ëèíåéíûé èçîìîð�èçì: Φab(xa + v) = xb + (−xw + v) (ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà, à îáðàòíûé

èçîìîð�èçì ýòî Φba(xb+ v) = xa+ (xw + v)).

Çàìå÷àíèå 2. ÏðîñòðàíñòâîWa ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâî V â êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî

óñëîâèåì ℓa(w) = 0 � îíî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà w = 0 · a+ v, v ∈ V .

Ïóñòü òåïåðü V êîíå÷íîìåðíî: dimV = n. Íàçîâåì íàáîð òî÷åê a0, . . . , an ∈ L à��èííûì ðåïåðîì (òåðìèí

íå îáùåïðèíÿòûé), åñëè âåêòîðû a1 − a0, . . . , an − a0 � áàçèñ â V .

Òåîðåìà 5. (1) Òî÷êè a0, . . . , an � à��èííûé ðåïåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íå ëåæàò íè â

êàêîì ñîáñòâåííîì à��èííîì ïîäïðîñòðàíñòâå L′ ⊂ L.
(2) Îòîæäåñòâèì L ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Wa, êàê îïèñàíî âûøå. Òîãäà íàáîð òî÷åê

a0, . . . , an ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ðåïåðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Wa.

Ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì (ïîäïðîñòðàíñòâîì è ò.ï.) ìíîæåñòâàX íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîX , îòëè÷íîå

îò ñàìîãî X .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïóñòü a0, . . . , an ∈ L′
, ãäå L′ ⊂ L� ïîäïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâó

V ′ ⊂ V . Òîãäà a1 − a0, . . . , an − a0 ∈ V ′
, íî dimV ′ < dimV = n, òàê ÷òî âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû è áàçèñà

íå îáðàçóþò.

Îáðàòíî, ïóñòü a1−a0, . . . , an−a0 � íå áàçèñ â V , òî åñòü èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà V ′ = 〈a1−a0, . . . , an−a0〉
� ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî V . Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó a0 à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî L′

, ïàðàëëåëüíîå

V ′
(â ëåêöèè 1 äîêàçûâàëîñü, ÷òî ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì) � òîãäà ai =

a0 + (ai − a0) ∈ L′
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈a0, . . . , an〉 ⊂ Wa ñîâïàäàåò, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ

〈a0, a1 − a0, . . . , an − a0〉 ⊂ Wa. Åñëè a0, . . . , an � íå à��èííûé ðåïåð, òî 〈a1 − a0, . . . , an − a0〉 = V ′ ⊂ V
� ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà 〈a0, a1 − a0, . . . , an − a0〉 = 〈{a0} ∪ V ′〉 èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå

1+dimV ′ ≤ 1+(n−1) = n è, òàêèì îáðàçîì, íå ñîâïàäàåò ñWa (dimWa = n+1). Ñëåäîâàòåëüíî, a0, . . . , an íå
áàçèñ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a0 /∈ V ⊂ Wa (ïîñêîëüêó ℓa(a0) = 1, íî ℓa(v) = 0 ïðè v ∈ V ), îòêóäà dim〈{a0}∪V 〉 =
1 + dimV = n + 1, òàê ÷òî 〈{a0} ∪ V 〉 = Wa. Åñëè a0, . . . , an � íå áàçèñ, òî 〈a0, a1 − a0, . . . , an − a0〉 =
〈a0, . . . , an〉 6= Wa, îòêóäà 〈a1 − a0, . . . , an − a0〉 6= V , òàê ÷òî âåêòîðû a1 − a0, . . . , an − a0 ëèíåéíî çàâèñèìû,
è a0, . . . , an íå ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ðåïåðîì. �

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå L çà�èêñèðîâàí à��èííûé ðåïåð, òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà b ∈ L îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ,

ñîãëàñíî òåîðåìå 5, â âèäå b = a0+ v = a0+x1(a1−a0)+ · · ·+xn(an−a0) äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë x1, . . . , xn ∈ F.

Ïóñòü L � à��èííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Wa (äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a, íå ñâÿçàííîé ñ b è ai);

òîãäà b = (1−x1−· · ·−xn)a0+x1a1+ · · ·+xnan
def

= x0a0+ · · ·+xnan, ãäå ïî îïðåäåëåíèþ x0 = 1−x1−· · ·−xn.

Òàêèå ÷èñëà x0, . . . , xn ∈ F, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1, íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè

b ∈ L îòíîñèòåëüíî ðåïåðà a0, . . . , an; âûðàæåíèå x0a0+ · · ·+xnan íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé êîìáèíàöèåé
òî÷åê a0, . . . , an ñ âåñàìè x0, . . . , xn (òåðìèí íå îáùåïðèíÿòûé, ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé).

Òåîðåìà 6. Ïðè ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêå òî÷åê â à��èííîì ðåïåðå îí îñòàåòñÿ à��èííûì ðåïåðîì.

Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ íîìåðîâ 0, . . . , n áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè b îòíîñèòåëüíî �ïåðåñòàâëåííîãî�
ðåïåðà aσ(0), . . . , aσ(n) ðàâíû xσ(0), . . . , xσ(n) (ïîäâåðãàþòñÿ òîé æå ïåðåñòàíîâêå; èíûìè ñëîâàìè, â çàïèñè

b = x0a0 + · · ·+ xnan îò ïåðåìåíû ìåñò ñëàãàåìûõ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ).

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó âûòåêàåò èç òåîðåìû 5 (èç ëþáîãî èç äâóõ åå óòâåðæäåíèé). Äîêàçàòåëüñòâî

âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ � óïðàæíåíèå.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü a0, . . . , an ∈ L � à��èííûé ðåïåð. Òîãäà äëÿ ëþáûõ (n + 1) òî÷åê b0, . . . , bn ∈ K
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî à��èííîå îòîáðàæåíèå f : L → K òàêîå, ÷òî f(ai) = bi äëÿ âñåõ i =
0, . . . , n. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò òî÷êó x0a0 + · · · + xnan â òî÷êó x0b0 + · · · + xnbn äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x0, . . . , xn ∈ F, x0 + · · · + xn = 1. Îòîáðàæåíèå f îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà b0, . . . , bn ∈ K � à��èííûé ðåïåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : L → K � à��èííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f(x0a0+· · ·+xnan) = f(a0+x1(a1−a0)+

· · ·+ xn(an − a0)) = f(a0) + f̃(x1(a1 − a0) + · · ·+ xn(an − a0)) (ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ f̃). Îòîáðàæåíèå

f̃ ëèíåéíî (ïîñêîëüêó f à��èííî), ñëåäîâàòåëüíî, f(x0a0 + · · ·+ xnan) = x1f̃(a1 − a0) + · · ·+ xnf̃(an − a0) =

f(a0) + x1(f(a1)− f(a0)) + · · ·+ xn(f(an)− f(a0)) (ïî îïðåäåëåíèþ f̃) = x0f(a0) + · · ·+ xnf(an).



Ïóñòü òåïåðü a0, . . . , an � à��èííûé ðåïåð â L. Îòîæäåñòâèì L ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Wa,

òîãäà ïî òåîðåìå 5 a0, . . . , an � áàçèñ â Wa. Òàêæå îòîæäåñòâèì K ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Ub;

òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : Wa → Ub, ïåðåâîäÿùåå ai â bi äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n. Îáðàçîì
L ⊂ Wa áóäåò à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà b0, . . . , bn � ñëåäîâàòåëüíî, f(L) ⊂ K. Îòîáðàæåíèå

f ëèíåéíîå è, ñëåäîâàòåëüíî, à��èííîå, ïîýòîìó åãî îãðàíè÷åíèå f |L : L → K òàêæå à��èííî (äîêàæèòå!).

Ñëåäîâàòåëüíî, à��èííîå îòîáðàæåíèå ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Ïî òåîðåìå 7 âñÿêàÿ òî÷êà a ∈ L
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå x0a0 + · · ·+ xnan � ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì àáçàöå åå

îáðàç îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, òàê ÷òî f åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òàêîå æå, êàê äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðî ëèíåéíûå

îòîáðàæåíèÿ è áàçèñû; ïîäðîáíîñòè îñòàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à L ⊂ W � ãèïåðïëîñêîñòü â íåì.

Òåîðåìà 8. Äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A : W → W , ïåðåâîäÿùåãî L â ñåáÿ, îãðàíè÷åíèå A|L :
L → L ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âñÿêîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàèå B : L → L ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî òàêèì îáðàçîì. Åñëè B = A|L îáðàòèì, òî A îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è òàêæå îáðàòèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : W → W ÿâëÿåòñÿ à��èííûì (ïðèìåð 2 ëåêöèè 5), òàê ÷òî

îãðàíè÷åíèå A|L : L → L (åñëè îíî îïðåäåëåíî, òî åñòü A(L) ⊂ L) � òàêæå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , êîòîðîìó ïàðàëëåëüíî à��èííîå ïðîñòðàíñòâî L� ãèïåðïëîñêîñòü

V ⊂ W , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0 è ïàðàëëåëüíàÿ (â îáû÷íîì ñìûñëå) L. Åñëè à��èííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü L ⊂ W
� ìíîæåñòâî âåêòîðîâ w ∈ W òàêèõ, ÷òî ℓ(w) = 1 (ãäå ℓ ∈ W ∗

� íåíóëåâîé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë), òî V �

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ w ∈ W òàêèõ, ÷òî ℓ(w) = 0.
Ïóñòü B : L → L � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå; ïðîäîëæèì åãî äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A : W → W ,

ñîõðàíÿþùåãî L. À èìåííî, åñëè w ∈ V ⊂ W , òî ïîëîæèì Aw
def

= B̃w ∈ V . Åñëè æå w /∈ V , òî ℓ(w) 6= 0, îòêóäà

λw ∈ L ïðè λ = 1/ℓ(w) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì Aw
def

= 1
λ
B(λw). Î÷åâèäíî, A ñîõðàíÿåò L; äîêàæåì

ëèíåéíîñòü.

Åñëè âåêòîð w òàêîâ, ÷òî λw ∈ L, è v = νw, òî λ/νv ∈ L. Îòñþäà A(v) = ν/λB(λ/νv) = ν/λB(λw) = νA(w)
� îäíîðîäíîñòü äîêàçàíà (ñëó÷àé w ∈ V ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Åñëè λ1w1, λ2w2 ∈ L è w = w1 + w2,

òî

λ1λ2

λ1+λ2

w = λ2

λ1+λ2

λ1w1 + λ1

λ1+λ2

λ2w2 ∈ L (òî÷êà ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè

λ2

λ1+λ2

è

λ1

λ1+λ2

� èõ

ñóììà ðàâíà 1 � ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì λ1w1 è λ2w2. Òîãäà A(w) = λ1+λ2

λ1λ2

B( λ2

λ1+λ2

λ1w1 + λ1

λ1+λ2

λ2w2) �

òî÷êà ñ òåìè æå áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì B(λ1w1), B(λ2w2) (ïîñêîëüêó B

à��èííî). Òî åñòü A(w) = λ1+λ2

λ1λ2

( λ2

λ1+λ2

B(λ1w1)+
λ1

λ1+λ2

B(λ2w2)) = A(w1) +A(w2) � àääèòèâíîñòü äîêàçàíà.

Ñëó÷àè, êîãäà w1 ∈ V è/èëè w2 ∈ V è/èëè λ1 + λ2 = 0, ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. �


