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Àííîòàöèÿ. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàáîòàåì èñêëþ÷èòåëüíî ñ à��èííûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë (÷àñòî � ïðîñòî ñ R
n
); ïðÿìîãî àíàëîãà èçëàãàåìîé òåîðèè äëÿ äðóãèõ ïîëåé íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ìíîæåñòâî X ⊂ L íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè

äëÿ ëþáûõ åãî äâóõ òî÷åê a, b ∈ X è ëþáîãî ÷èñëà t ∈ [0, 1] òî÷êà ta+ (1− t)b òàêæå ïðèíàäëåæèò X .

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1' . Ìíîæåñòâî X ⊂ L íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê

a1, . . . , am ∈ X è ëþáîãî íàáîðà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xm ≥ 0 òàêèõ, ÷òî x1 + · · · + xm = 1, òî÷êà
x1a1 + · · ·+ xmam òàêæå ïðèíàäëåæèò X .

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè: î÷åâèäíî, îïðåäåëåíèå 1 � ÷àñòíûé ñëó÷àé (m = 2) îïðåäåëåíèÿ 1', òàê
÷òî åñëè äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 1', òî âûïîëíåíî è 1. Îáðàòíî, ïóñòü X ⊂ L îáëàäàåò

ñâîéñòâîì 1; äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m ≥ 2, ÷òî è 1' âûïîëíåíî. Øàã èíäóêöèè (áàçó ìû ïðåäïîëîæèëè

âûïîëíåííîé): a
def

= x1a1 + · · · + xmam + xm+1am+1 = (1 − xm+1)b + xm+1am+1, ãäå b = x1

1−xm+1
a1 + · · · +

x1

1−xm
am (îòìåòèì, ÷òî ñóììà êîý��èöèåíòîâ ðàâíà 1, òàê ÷òî òî÷êà b îïðåäåëåíà). Ïîñêîëüêó xn+1 =

1 − (x1 + · · ·+ xm) ≤ 1, âñå êîý��èöèåíòû â áàðèöåíòðè÷åñêîé êîìáèíàöèè äëÿ b íåîòðèöàòåëüíû, òàê ÷òî

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè b ∈ X . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1 òàêæå è a ∈ X � øàã èíäóêöèè ñäåëàí.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ:

Òåîðåìà 1. (1) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íîãî) âû-

ïóêëî èëè ïóñòî.

(2) Îáðàç è ïðîîáðàç âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïðè à��èííîì îòîáðàæåíèè � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1 î÷åâèäíî (òî÷íî î÷åâèäíî?). Äîêàæåì ñâîéñòâî 2: ïóñòü f : K → L� à��èííîå

îòîáðàæåíèå, àX ⊂ K âûïóêëî. Ïóñòü b1, b2 ∈ f(X) ⊂ L, òî åñòü b1 = f(a1), b2 = f(a2), ãäå a1, a2 ∈ X , è ïóñòü

t ∈ [0, 1]. Òîãäà ïî ñâîéñòâó à��èííûõ îòîáðàæåíèé (òåîðåìà 4 äîïîëíèòåëüíîé ëåêöèè 5A) tb1 + (1− t)b2 =
f(ta1+(1− t)a2). Ïîñêîëüêó X âûïóêëî, òî÷êà ta1+(1− t)a2 ∈ X , îòêóäà tb1+(1− t)b2 ∈ f(X), òî åñòü îáðàç
f(X) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ïðî ïðîîáðàç: ïóñòü Y ⊂ L âûïóêëî, è a1, a2 ∈ f−1(Y ), òî åñòü f(a1), f(a2) ∈ Y . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

t ∈ [0, 1] èìååì f(ta1 + (1 − t)a2) = tf(a1) + (1 − t)f(a2) ∈ Y , ïîñêîëüêó Y âûïóêëî � èíûìè ñëîâàìè,

ta1 + (1 − t)a2 ∈ f−1(Y ), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðîîáðàç f−1(Y ) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. �

Ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ:

Ïðèìåð 1. À��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (â ïðîèçâîëüíîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå) âûïóêëî.

Ïðèìåð 2. Ëó÷ R+

def

= {a | a ≥ 0} ⊂ R � âûïóêëîå ìíîæåñòâî (ïðîâåðüòå!). Êàê ñëåäñòâèå (âûïóêëîñòè ëó÷à

è òåîðåìû 1), åñëè ℓ : L → R � à��èííîå îòîáðàæåíèå (â äàííîì ñëó÷àå åãî íàçûâàþò òàêæå ëèíåéíîé

íåîäíîðîäíîé �óíêöèåé: åñëè à��èíîå ïðîñòðàíñòâî L ýòî R
n
, òî ℓ(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · · + anxn + b äëÿ

íåêîòîðûõ ÷èñåë a1, . . . , an, b ∈ R), òî ïðîîáðàç ëó÷à ℓ−1(R+)
def

= {x ∈ L | ℓ(x) ≥ 0} � âûïóêëîå ìíîæåñòâî;

òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ïîëóïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Br
def

= {(x1, . . . , xn) | x2
1 + · · · + x2

n ≤ r2} � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äîêàæåì ëåììó:

Ëåììà 1. Br = {(x1, . . . , xn) | a1x1 + · · ·+ anxn ≤ r ∀(a1, . . . , an) ∈ B1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå (x1 − ta1)
2 + · · ·+ (xn − tan)

2 = (x2
1 + · · ·+ x2

n)− 2t(a1x1 + · · ·+ anxn) + t2(a21 +
· · · + a2n) íåîòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ t ∈ R (ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî, åñëè âåêòîðû (a1, . . . , an) è (x1, . . . , xn) íå
ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ýòî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí; òàêèì îáðàçîì, åãî äèñêðèìèíàíò

íåîòðèöàòåëåí (ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, åñëè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû): (a1x1 + · · · + anxn)
2 ≤ (x2

1 + · · · +
x2
n)(a

2
1+ · · ·+a2n) äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ai è xi. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè (x1, . . . , xn) ∈ Br, à (a1, . . . , an) ∈

B1, òî −r ≤ a1x1 + · · ·+ anxn ≤ r.
1



Îáðàòíî, ïóñòü (x1, . . . , xn) òàêîâî, ÷òî a1x1 + · · · + anxn ≤ r äëÿ âñåõ (a1, . . . , an) ∈ B1; äîêàæåì, ÷òî

(x1, . . . , xn) ∈ Br. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå âñå xi ðàâíû íóëþ (åñëè âñå, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Îáîçíà÷èì

X = x2
1+ · · ·+x2

n > 0 è âûáåðåì ai = xi/
√
X äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n � òîãäà a21+ · · ·+a2n = (x2

1+ · · ·+x2
n)/X = 1,

òî åñòü (a1, . . . , an) ∈ B1. Íî òîãäà X = x2
1 + · · ·+ x2

n = (a1x1 + · · ·+ anxn)
√
X ≤ r

√
X, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî√

X ≤ r, òî åñòü (x1, . . . , xn) ∈ Br. �

Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî øàð Br ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì (áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ïî-

ëóïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ íåðàâåíñòâàìè a1x1 + · · · + anxn ≤ r äëÿ âñåõ (a1, . . . , an) ∈ B1. Èç ïðèìåðà 2 è

ñâîéñòâà 1 òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî øàð � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ýòî îòíîñèòñÿ ê øàðàì ñ ëþáûì öåíòðîì

� îíè ïîëó÷àþòñÿ èç øàðîâ Br ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì (à ýòî à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå).

Îïðåäåëåíèå 2. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ïîäìíîæåñòâàX ⊂ L (îáîçíà÷åíèå coX) íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ

âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ Y ⊂ L òàêèõ, ÷òî X ⊂ Y .

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ëþáîãî ìíîæåñòâà X âûïóêëà è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî X
êàê ïîäìíîæåñòâî; åñëè X ñàìî âûïóêëî, òî åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì (ïî÷åìó?).

Òåîðåìà 2. (1) Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà coX ìíîæåñòâà X ⊂ L ñîñòîèò èç âñåõ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîìáè-

íàöèé x1a1+ · · ·+xmam (äëÿ âñåâîçìîæíûõ m ≥ 1), ãäå òî÷êè a1, . . . , am ∈ X, à âåñà x1, . . . , xm > 0,
x1 + · · ·+ xm = 1.

(2) Åñëè dimL = n, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ coX íàéäåòñÿ r ≤ n+ 1 òî÷åê a1, . . . , ar ∈ X òàêèõ, ÷òî

b ∈ co{a1, . . . , ar}.

Óòâåðæäåíèå 2 íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êàðàòåîäîðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Y ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîìáèíàöèé x1a1 + · · ·+ xmam
(äëÿ âñåâîçìîæíûõ m ≥ 1), ãäå òî÷êè a1, . . . , am ∈ X , à âåñà x1, . . . , xm > 0, x1 + · · ·+xm = 1 (ýòî íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé). Óòâåðæäåíèå 1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî Y = coX . Ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé

îáîëî÷êè X ⊂ coX , òàê ÷òî âñå òî÷êè a1, . . . , am ∈ coX . Íî coX âûïóêëî (êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ), òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1' ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ òî÷åê ëåæèò â coX � ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Y ⊆ coX .

Ïóñòü òåïåðü a = x1a1 + · · ·+ xmam è b = y1b1 + · · ·+ ykbk � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè Y ; çäåñü èìååòñÿ â âèäó,
÷òî a1, . . . , am, b1, . . . , bk ∈ X , x1, . . . , xm, y1, . . . , yk > 0 è x1 + · · · + xm = 1 = y1 + · · ·+ yk. Âîçüìåì t ∈ [0, 1],

òîãäà c
def

= ta+ (1− t)b = tx1a1 + · · ·+ txmam + (1− t)y1b1 + · · ·+(1− t)ykbk. Ýòî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê
èç X : âñå êîý��èöèåíòû tai ≥ 0, (1 − t)bj ≥ 0, è tx1 + · · ·+ txm + (1− t)y1 + · · ·+ (1 − t)yk = t+ (1 − t) = 1,
òî åñòü c ∈ Y . Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî Y � âûïóêëîå ìíîæåñòâî; ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò X , ïîëó÷àåòñÿ

coX ⊆ Y è, çíà÷èò, Y = coX .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 (òåîðåìû Êàðàòåîäîðè) îòìåòèì íà÷àëüíóþ òî÷êó o ∈ L, ÷òî äàåò

âîçìîæíîñòü (ñì. íà÷àëî ëåêöèè 5) îòîæäåñòâèòü L ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V ðàçìåðíîñòè n. Âîçüìåì
òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ coX ; ïî äîêàçàííîìó âûøå b = x1a1 + · · ·+ xmam � âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

òî÷åê a1, . . . , am ∈ X . Ïóñòü m ≥ n + 2; òîãäà âåêòîðû a2 − a1, . . . , am − a1 ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å.

ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ2, . . . , µm, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ µ2(a2 − a1) + · · ·+ µm(am − a1) = 0. Ïîëàãàÿ

µ1

def

= −µ2 − · · · − µm, ïîëó÷èì µ1a1 + · · ·+ µmam = 0 è µ1 + · · ·+ µm = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë µ1, . . . , µm åñòü ïîëîæèòåëüíûå. Ïóñòü t
def

= xi

µi

def

=

min{ xj

µj
| j : µj > 0}. Òîãäà âñå ÷èñëà yj

def

= xj − tµj ≥ 0 (âêëþ÷àÿ è òå j, äëÿ êîòîðûõ µj < 0!), à yi = 0. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, b = (x1 − tµ1)a1 + · · · + (xm − tµk)am = y1a1 + · · · + ŷiai + · · · + ymam (�êðûøêà� îçíà÷àåò

ïðîïóñê ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî), ïðè÷åì y1 + · · ·+ ym = (x1 + · · ·+xm)− t(µ1 + · · ·+µm) = 1, � òàêèì

îáðàçîì, b ýòî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ (m − 1) òî÷åê a1, . . . , âi, . . . , am ∈ X . Òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî òî÷åê â

âûïóêëîé êîìáèíàöèè ìîæíî óìåíüøàòü, ïîêà îíî íå ñòàíåò m ≤ n+ 1. �

Ïðèìåð 4. Ïóñòü L � ïëîñêîñòü, X = {a1, a2, a3, a4, a6} � ìíîæåñòâî âåðøèí ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà.

Ïî óòâåðæäåíèþ 1 òåîðåìû 2 âûïóêëàÿ îáîëî÷êà coX ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà tai + (1 − t)aj , 0 ≤ t ≤ 1,
òî åñòü âñå îòðåçêè è âñå äèàãîíàëè øåñòèóãîëüíèêà. Åñëè b � òî÷êà íà òàêîì îòðåçêå èëè äèàãîíàëè,

òî, ïîñêîëüêó coX âûïóêëî, îíî ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà tai + (1 − t)b, òî åñòü âñå òî÷êè âñåõ îòðåçêîâ,

ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñî âñåìè òî÷êàìè íà ñòîðîíàõ è äèàãîíàëÿõ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ

òàêèõ îòðåçêîâ � ñàì øåñòèóãîëüíèê S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øåñòèóãîëüíèê S âûïóêëûé è ñîäåðæèò òî÷êè

a1, . . . , a6 � ñëåäîâàòåëüíî, coX ⊆ S. Òåì ñàìûì coX = S.
Óòâåðæäåíèå 2 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà b ∈ S ëåæèò âíóòðè êàêîãî-íèáóäü òðåóãîëüíèêà (çäåñü n = 2,

òàê ÷òî n+1 = 3) � ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê äëÿ ðàçíûõ òî÷åê b ∈ S ìîæåò áûòü ðàçíûé

(íè îäèí òðåóãîëüíèê íå ñîâïàäàåò ñ S) è íå îáÿçàí áûòü åäèíñòâåííûì (â äàííîì êîíêðåòíîì ïðèìåðå îí

íèêîãäà íå åäèíñòâåííûé).



Åùå ñâîéñòâà âûïóêëûõ îáîëî÷åê â êîíå÷íîìåðíûõ à��èííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âåçäå íèæå L � à��èííîå

ïðîñòðàíñòâî è dimL = n.

Òåîðåìà 3 (�àäîíà). Ëþáûå n + 2 òî÷êè a1, . . . , an+2 ∈ L ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïðèìåð 5. Ñðåäè òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èõ

âûïóêëîé êîìáèíàöåé.

Åñëè òðè èç 4 òî÷åê íà ïëîñêîñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
äâóõ äðóãèõ, ÷òî äîêàçûâàåò â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìó (÷åòâåðòóþ òî÷êó ìîæíî ïðèñîåäèíèòü ê ëþáîìó èç

ïîäìíîæåñòâ). Åñëè òàêèõ òðåõ òî÷åê íåò, òî 4 òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ëèáî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãëüíèêà,
ëèáî íåâûïóêëîãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäîå èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæèò ïî 2 òî÷êè � êîíöû äèàãîíàëåé;

äèàãîíàëè (âûïóêëûå îáîëî÷êè ïàð ñâîèõ êîíöîâ) ïåðåñåêàþòñÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå îäíà èç òî÷åê � âåðøèíà

óãëà, áîëüøåãî ðàçâåðíóòîãî � ñîñòàâëÿåò îäíî ïîäìíîæåñòâî è ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî

òðåìÿ îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè, êîòîðûå îáðàçóþò âòîðîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �àäîíà. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êàðàòåîäîðè, îòîæäåñòâèì L è V
(ïàðàëëëåëüíîå L âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçèåðíîñòè n). Âåêòîðû a1 − an+2, . . . , an+1 − an+2 ∈ V ëèíåéíî

çàâèñèìû: ñóùåñòâóþò ÷èñëà x1, . . . , xn+1, íå âñå ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî

∑n+1

i=1
xi(ai − an+2) = 0. Ïîëàãàÿ

xn+2

def

= −∑n+1

i=1
xi, ïîëó÷èì

∑n+2

i=1
xiai = 0 è

∑n+2

i=1
xi = 0. Ïîñêîëüêó íå âñå xi ðàâíû íóëþ, ìíîæåñòâà

I+
def

= {i | xi > 0} è I−
def

= {i | xi < 0} íåïóñòû. Ïîëîæèì c
def

=
∑

i∈I+
xi > 0, òîãäà

∑
i∈I

−

xi = −c.

Òîãäà òî÷êà a
def

=
∑

i∈I+

xi

c
ai = −∑

i∈I
−

xi

c
ai ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà {ai | i ∈ I+} è

âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà {ai | i ∈ I−}. Òî÷êè ai, äëÿ êîòîðûõ xi = 0 (åñëè òàêèå ñóùåñòâóþò), ìîæíî

ïðèñîåäèíèòü ê ëþáîìó èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ. �

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Õåëëè). Åñëè X1, . . . , XN ⊂ L � êîíå÷íûé íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâ òàêîé, ÷òî

êàæäûå n+ 1 èç íèõ èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî âñå îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè N ≤ n + 1, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà. Åñëè N ≥ n + 2, òî ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî N ;

áàçà N = n+2. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n+2 ïóñòü ai � îáùàÿ òî÷êà âñåõ X1, . . . , Xn+2, êðîìå, âîçìîæíî, Xi

(îíà ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèþ). Ñîãëàñíî òåîðåìå �àäîíà, ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå {1, . . . , n+2} = I+ ⊔ I− íà äâà

íåïóñòûõ ìíîæåñòâà è ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ co({ai | i ∈ I+}) ∩ co({ai | i ∈ I−}). Äîêàæåì, ÷òî a ∈ ⋂n+2

j=1
Xj .

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî j ∈ {1, . . . , n + 2}; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè j ∈ I+. Òî÷êè ai, i 6= j, âñå
ïðèíàäëåæàò Xj ; â ÷àñòíîñòè, âñå òî÷êè ai, i ∈ I−, ïðèíàäëåæàò Xj (ïîñêîëüêó i ∈ I+). Ñëåäîâàòåëüíî,
co({ai | i ∈ I−}) ⊂ Xj (íàïîìíèì, ÷òî Xj âûïóêëî!) è, òàêèì îáðàçîì, a ∈ Xj . Ïîñêîëüêó j ïðîèçâîëüíî,

a ∈ ⋂n+2

j=1
Xj , è òåì ñàìûì ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî.

Ïóñòü òåïåðü N ≥ n+ 3 (øàã èíäóêöèè) è äëÿ N − 1 ìíîæåñòâ òåîðåìà óæå èçâåñòíà. �àññìîòðèì N − 1

ìíîæåñòâ: X1, . . . , XN−2 è Y
def

= XN−1 ∩ XN , è âûáåðåì ëþáûå n+ 1 èç íèõ. Åñëè âñå ýòî ìíîæåñòâà Xi, òî

îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Åñëè æå îäíî èç ìíîæåñòâ Y , à îñòàëüíûå Xi1 , . . . , Xin , òî â íàáîðå

èç n+2 ìíîæåñòâ Xi1 , . . . , Xin , XN−1, XN ëþáûå n+1 èìåþò îáùóþ òî÷êó � ñëåäîâàòåëüíî, âñå n+2 òàêæå
èìåþò îáùóþ òî÷êó (áàçà èíäóêöèè!) è, òàêèì îáðàçîì, îáùóþ òî÷êó èìåþò Xi1 , . . . , Xin , Y . Çíà÷èò, íàáîð
N − 1 ìíîæåñòâ X1, . . . , XN−2, Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååò

îáùóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé âñåõ ìíîæåñòâ X1, . . . , XN . �

Ïðèìåð 6. �àññìîòðèì êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ (ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ) îò n
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Èç òåîðåìû Õåëëè è ïðèìåðà 2 âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå: åñëè ëþáûå n + 1 èç

ýòèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ èìåþò îáùåå ðåøåíèå, òî è âñÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå.


