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Àííîòàöèÿ. Îðèåíòèðîâàííûé îáúåì. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

1. Îðèåíòèðîâàííûå îáúåìû

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R, dimV = n. Ïàðàëëåëåïèïåäîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû

a1, . . . , an (êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà � âàæíî!), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Π(a1, . . . , an) = {x1a1 + · · ·+ xnan | 0 ≤ x1, . . . , xn ≤ 1}.

Îïðåäåëåíèå 1. Îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì ïàðàëëåëåïèïåäà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ Voln : V n → R íà

ìíîæåñòâå íàáîðîâ èç n âåêòîðîâ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Voln(a1, . . . , tai, . . . , an) = tVoln(a1, . . . , ai, . . . , an) äëÿ ëþáîãî i, ëþáûõ âåêòîðîâ a1, . . . , an ∈ V è

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà t ∈ R.

(2) Voln(a1, . . . , ai + aj, . . . , aj , . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an) äëÿ ëþáûõ i, j è ëþáûõ âåêòîðîâ

a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an ∈ V .

Îòìåòèì, ÷òî â ñâîéñòâå 2 íåðàâåíñòâî i < j íå îáÿçàòåëüíî.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = 2, òàê ÷òî V � ïëîñêîñòü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò O. Îïðåäåëèì Vol2(a1, a2) òàê:

åñëè âåêòîðû a1 = OA1 è a2 = OA2 ïðîïîðöèîíàëüíû (ëèíåéíî çàâèñèìû; ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå

� òî÷êè O, A1, A2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé), òî Vol2(a1, a2) = 0. Åñëè æå âåêòîðû íå ïðîïîðöèîíàëüíû,

òî ïóñòü òî÷êà B òàêîâà, ÷òî Π
def

= OA1BA2 � ïàðàëëåëîãðàìì (èíûìè ñëîâàìè, OB = OA1 + OA2).

Åñëè åãî âåðøèíû ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî îò ñòîðîíû OA1 ê ñòîðîíå OA2 íóæíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè (�ïàðàëëåëîãðàìì îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî�), òî ïîëîæèì Vol2(a1, a2) ðàâíûì ïëîùàäè

SΠ ïàðàëëåëîãðàììà Π. Åñëè æå ïîâîðîò íóæíî ñîâåðøàòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (�ïàðàëëåëîãðàìì îðèåíòè-

ðîâàí îòðèöàòåëüíî�), òî âîçüìåì ïî îïðåäåëåíèþ Vol2(a1, a2) = −SΠ.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, óãîë êîòîðîãî �èêñèðîâàí, ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí åãî ñòîðîí.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ Vol2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì 1 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ t. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

ïàðàëëåëîãðàììû, íàòÿíóòûå íà ïàðû âåêòîðîâ (a1, a2) è (−a1, a2) (à òàêæå (a1,−a2)), èìåþò ïðîòèâîïîëîæ-
íûå îðèåíòàöèè è ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì � ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò îäèíàêîâóþ

ïëîùàäü. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 1 äëÿ t = −1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t < 0 èìååì òåïåðü Vol2(ta1, a2) =
Vol2(−(−t)a1, a2) = −Vol2((−t)a1, a2) (ïî ñâîéñòâó 1 äëÿ t = −1) = −(−t)Vol2(a1, a2) (ïî ñâîéñòâó 1 äëÿ

−t > 0) = tVol2(a1, a2), è àíàëîãè÷íî äëÿ óìíîæåíèÿ íà t âòîðîãî âåêòîðà.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè ïàðå âåêòîðîâ (a1, a2) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëîãðàìì OA1BA2, òî ïàðå (a1 +

a2, a2) � ïàðàëëåëîãðàìì OBCA2, ãäå C � òî÷êà, äëÿ êîòîðîé OC = 2a1+a2. Òðåóãîëüíèê A2CB ïîëó÷àåòñÿ

èç òðåóãîëüíèêà OBA1 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëîãðàììû OA1BA2 è OBCA2

èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü. Èõ îðèåíòàöèè òîæå ñîâïàäàþò, îòêóäà âûòåêàåò ñâîéñòâî 2.

Ïîçäíåå ìû äîêàæåì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè) â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè; íî ñíà÷àëà äîêàæåì íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.

Ëåììà 1. Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ a1, . . . , an � íóëåâîé, òî Voln(a1, . . . , an) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai = 0. Òîãäà Voln(a1, . . . , ai−1,~0, ai+1, . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai−1, 0 ·~0, ai+1, . . . , an) =

0 ·Voln(a1, . . . , ai−1,~0, ai+1, . . . , an) = 0. �

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ i è j, ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ a1, . . . , an è ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Voln(a1, . . . , ai + taj , . . . , aj , . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè t = 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè t 6= 0, òî Voln(a1, . . . , ai + taj , . . . , aj , . . . , an) =
1
t
Voln(a1, . . . , ai + taj, . . . , taj , . . . , an) =

1
t
Voln(a1, . . . , ai, . . . , taj , . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an). �

Ïðèìåð 1, ïðîäîëæåíèå. Åñëè OA1BA2 � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ïàðàëëåëîãðàìì íà ïëîñêîñòè,

ãäå OA1 = a1 è OA2 = a2, è 0 ≤ t ≤ 1, òî ïàðå âåêòîðîâ (a1 + ta2, a2) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëîãðàìì

OCDA2, ãäå C � òî÷êà ñòîðîíû A1B, äëÿ êîòîðîé |A1C| = t |A1B|, à D � òî÷êà ïðîäîëæåíèÿ ýòîé

ñòîðîíû, äëÿ êîòîðîé |BD| = |A1C|. Òðåóãîëüíèêè OA1C è A2BD ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì, òàê ÷òî ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììîâ OA1BA2 è OCDA2 ðàâíû. Îðèåíòàöèÿ ïàðàëëåëîãðàììà

OCDA2 ïîëîæèòåëüíàÿ, òàê ÷òî îðèåíòèðîâàííûå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììîâ ñîâïàäàþò, êàê è ïðåäñêàçû-

âàåò (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è ïðîèçâîëüíîãî t) ëåììà 2.
1



Ëåììà 3. Åñëè âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, òî Voln(a1, . . . , an) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1a1 + · · · + xnan = 0. Ñðåäè êîý��èöèåíòîâ x1, . . . , xn õîòÿ áû îäèí íå ðàâåí

íóëþ; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî x1. Òîãäà a1 = −(x2/x1)a2 − · · · − (xn/x1)an, îòêóäà
Voln(a1, a2, . . . , an) = Voln(−(x2/x1)a2 − · · · − (xn/x1)an, a2, . . . , an) = Voln(0, a2, . . . , an) (ñîãëàñíî ëåììå 2,

ïðèìåíåííîé n− 1 ðàç � ê ïåðâîìó è êàæäîìó èç ïîñëåäóþùèõ àðãóìåíòîâ) = 0 (ïî ëåììå 1). �

Ëåììà 3 õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíîìó ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî òàêîå îáúåì: åñëè âåêòîðû a1, . . . , an, íà
êîòîðûå íàòÿíóò ïàðàëëåëåïèïåä, ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïàðàëëåëåïèïåä öåëèêîì ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå

U ⊂ V ðàçìåðíîñòè, ìåíüøåé n. Èíòóèòèâíî îæèäàåòñÿ (è íà ñàìîì äåëå âåðíî, ñì. êóðñ àíàëèçà), ÷òî îáúåì

òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà áóäåò ðàâåí íóëþ. Êðîìå òîãî, ëåììà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îáúåì â êà÷åñòâå

�òåñòà� íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü (n âåêòîðîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå): âû÷èñëèì îðèåíòèðîâàííûé îáúåì

ýòèõ âåêòîðîâ (êàê ýòî ñäåëàòü, ìû îáñóäèì ïîçäíåå), è åñëè ïîëó÷èëñÿ íå íóëü, òî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

íåò. Â ñëåäóþùåé ëåêöèè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýòîò êðèòåðèé âñåãäà ðàáîòàåò: åñëè îðèåíòèðîâàííûé îáúåì

(íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ) íàáîðà âåêòîðîâ a1, . . . , an ðàâåí íóëþ, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëåììà 4.

Voln(a1, . . . , ai−1, b+ c, ai+1, . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) + Voln(a1, . . . , ai−1, c, ai+1, . . . , an)

äëÿ ëþáîãî i è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âåêòîðîâ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an, b, c.

Âìåñòå ñî ñâîéñòâîì 1 èç îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ëåììó ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê:

Ëåììà 4'. Ôóíêöèÿ Voln ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ (ïðè �èêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ).

Ïðèìåð 1, åùå ïðîäîëæåíèå. Ïóñòü n = 2 è OADB � ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû a è b, à BDEC
� ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû a è c. Òîãäà ïàðàëëåëîãðàìì OAEC íàòÿíóò íà âåêòîðû a è b+ c.
Åñëè Vol2(a, b) > 0 è Vol2(a, c) > 0, òî OAEC ïîëó÷àåòñÿ èç îáúåäèíåíèÿ OADB ∪ BDEC îòðåçàíèåì

òðåóãîëüíèêà OCB è äîáàâëåíèåì ðàâíîãî åìó òðåóãîëüíèêà AED (ëèáî íàîáîðîò � îòðåçàíèåì AED è

äîáàâëåíèåì OCB). Ïîýòîìó ïëîùàäü OAEC ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé OADB è BDEC, êàê è óòâåðæäàåò

ëåììà 4. Åñëè Vol2(a, b) > 0, íî −Vol2(a, b) < Vol2(a, c) < 0, òî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïëîùàäü OADB
ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé OAEC è CEDB, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò (ïðîâåðüòå!) ëåììå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Åñëè âåêòîðû a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an (âñåãî n− 1 âåêòîðîâ) ëèíåéíî çàâèñèìû,
òî ðàâåíñòâî èç ëåììû âåðíî, ïîñêîëüêó îáå åãî ÷àñòè ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à âåêòîðû a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an, b
ëèíåéíî çàâèñèìû: x1a1+· · ·+xi−1ai−1+xi+1ai+1+· · ·+xnan+yb = 0. Òîãäà y 6= 0 (èíà÷å a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an
ëèíåéíî çàâèñèìû), ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ b = −(x1/y)a1−· · ·−(xn/y)an. Òîãäà Voln(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) =
0 ïî ëåììå 3, àVoln(a1, . . . , ai−1, b+c, ai+1, . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai−1, c−(x1/y)a1−· · ·−(xn/y)an, ai+1, . . . , an) =
Voln(a1, . . . , ai−1, c, ai+1, . . . , an).

Åñëè æå a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an, b (âñåãî n âåêòîðîâ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ýòî áàçèñ â V . �àçëîæèì c ïî
áàçèñó: c = x1a1+· · ·+xi−1ai−1+xi+1ai+1+· · ·+xnan+yb è b+c = x1a1+· · ·+xi−1ai−1+xi+1ai+1+· · ·+xnan+
(y + 1)b. Òîãäà Voln(a1, . . . , ai−1, b+ c, ai+1, . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai−1, x1a1 + · · ·+ xi−1ai−1 + xi+1ai+1 + · · ·+
xnan+(y+1)b, ai+1, . . . , an) = Voln(a1, . . . , ai−1, (y+1)b, ai+1, . . . , an) = (1+ y)Voln(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an)
è àíàëîãè÷íî Voln(a1, . . . , ai−1, c, ai+1, . . . , an) = yVoln(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an), îòêóäà òîæå âûòåêàåò ðà-
âåíñòâî èç ëåììû. �

Ëåììà 5. Ôóíêöèÿ Voln ïîëíîñòüþ êîñîñèììåòðè÷íà, òî åñòü ìåíÿåò çíàê ïðè îáìåíå ìåñòàìè ëþáûõ

äâóõ àðãóìåíòîâ: Voln(a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , an) = −Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an).

Äîêàçàòåëüñòâî. 0 = Voln(a1, . . . , ai + aj, . . . , ai + aj, . . . , an) (ïî ëåììå 3, îäèíàêîâûå âåêòîðû íà i-ì è j-
ì ìåñòàõ) = Voln(a1, . . . , ai, . . . , ai, . . . , an) + Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an) + Voln(a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , an) +
Voln(a1, . . . , aj , . . . , aj , . . . , an) (ïî ëåììå 4) = Voln(a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an) + Voln(a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , an)
(îïÿòü ïî ëåììå 3). �

2. Êîìáèíàòîðíîå îòñòóïëåíèå: ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè

Ïåðåñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} â ñåáÿ; êîìïîçèöèÿ áèåêöèé íàçûâàåòñÿ óìíîæå-
íèåì ïåðåñòàíîâîê. Îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè (óìíîæåíèÿ) ïåðåñòàíîâêè îáðàçóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé,

îáîçíà÷àåìóþ Sn.

Ïåðåñòàíîâêó σ îáîçíà÷àþò ñòðîêîé [σ(1), . . . , σ(n)]. Òðàíñïîçèöèÿ (ij)� ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè

÷èñëà i, j ∈ {1, . . . , n} è îñòàâëÿþùàÿ íå ìåñòå âñå îñòàëüíûå.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâåíà êàê ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.



Ýòà òåîðåìà èçâåñòíà êàæäîìó èç ïîâñåäíåâíîãî îïûòà: åñëè ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü êíèãè íà ïîëêå ìåñòàìè,

òî èõ ìîæíî â êîíöå êîíöîâ ðàññòàâèòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Åñëè ïåðåñòàíîâêà òîæäåñòâåííàÿ, òî åå óñëîâíî

ñ÷èòàþò �ïðîèçâåäåíèåì íóëÿ òðàíñïîçèöèé� (è òåîðåìó äëÿ íåå � âåðíîé). Ïðåäñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâêè â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé íå åäèíñòâåííî. Êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé äàííîé ïåðåñòàíîâêè σ â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ k òðàíñïîçèöèé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì �óðâèöà hn,k(σ); íàïðèìåð, h3,3((13)) = 2, ò.ê. (13) =
(12)(23)(12) = (23)(12)(23) (è áîëüøå â S3 òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé íåò). ×èñëà �óðâèöà îáëàäàþò ìíîãèìè

èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè è àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â êîìáèíàòîðèêå è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå. Â âèäåîçàïèñè ëåêöèè äàíî ìåíåå óäà÷íîå (áîëåå ñëîæíîå) äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Èç ðàâåíñòâà (ij)2 = e (òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà) âûòåêàåò, ÷òî åñëè σ = (i1j1)(i2j2) . . . (ikjk), òî
σ(ikjk) . . . (i2j2)(i1j1) = e; îáðàòíîå, î÷åâèäíî, òîæå âåðíî. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî òîìó,

÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè σ íàéäóòñÿ òðàíñïîçèöèè (i1j1) . . . (ikjk) òàêèå, ÷òî σ(i1j1) . . . (ikjk) = e.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n; áàçà n = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü p = σ(n). Ïåðåñòàíîâêà τ =

σ(pn) ïåðåâîäèò n â ñåáÿ (åñëè p = n, òî ïîëîæèì ïðîñòî τ = σ). Çíà÷èò, τ ïåðåâîäèò â ñåáÿ è ìíîæåñòâî

{1, . . . , n − 1}. Ïóñòü òîãäà τ ′ � îãðàíè÷åíèå τ íà ìíîæåñòâî {1, . . . , n− 1}; ýòî áèåêöèÿ (ïåðåñòàíîâêà). Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäóòñÿ òàêèå òðàíñïîçèöèè (i1j1), . . . , (ikjk) (ãäå 1 ≤ iα, jα ≤ n − 1 äëÿ âñåõ

α), ÷òî τ ′(i1j1) . . . (ikjk) = e � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà â ãðóïïå Sn−1. Íî òîãäà τ(i1j1) . . . (ikjk) ∈ Sn �

ïåðåñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ â ñåáÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî n, òî åñòü e � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà â ãðóïïå Sn.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ(σ(n)n)(i1j1) . . . (ikjk) = e. �

Áåñïîðÿäêîì â ïåðåñòàíîâêå σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà i, j ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðîé
i < j, íî σ(i) > σ(j). Êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ â ïåðåñòàíîâêå ìåíÿåòñÿ îò 0(òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà) äî
n(n− 1)/2 (ïåðåñòàíîâêà [n, n− 1, . . . , 2, 1]).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà, à (ij) � ïðîèçâîëüíàÿ òðàíñïîçèöèÿ. Òîãäà ÷èñëî

áåñïîðÿäêîâ ïåðåñòàíîâêè σ è ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ ïåðåñòàíîâêè σ(ij) (ïðîèçâåäåíèå σ è (ij)) èìåþò ðàçíóþ

÷åòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âíà÷àëå j = i + 1. Òîãäà áåñïîðÿäêè â ïåðåñòàíîâêàõ σ è τ
def

= σ(i, i + 1) îäíè è

òå æå, çà èñêëþ÷åíèåì ïàðû (i, i + 1): τ(i) = σ(i + 1), τ(i) = σ(i + 1) òàê ÷òî åñëè σ(i) > σ(i + 1) (ïàðà
ÿâëÿåòñÿ áåñïîðÿäêîì â σ), òî τ(i) < τ(i+1) (ïàðà íå ÿâëÿåòñÿ áåñïîðÿäêîì â τ), è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ â τ îòëè÷àåòñÿ îò êîëè÷åñòâà áåñïîðÿäêîâ â σ íà ±1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò äðóãóþ
÷åòíîñòü.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i è j > i èìååì (ij) = (i, i+1)(i+1, i+2) . . .(j− 2, j− 1)(j− 1, j)(j− 2, j− 1) . . . (i, i+1)
� âñåãî ïðîèçâåäåíèå 2(j− i)−1 òðàíñïîçèöèé âèäà (k, k+1). Ïðè óìíîæåíèè σ ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäóþ

èç íèõ ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ ìåíÿåò ñâîþ ÷åòíîñòü; îáùåå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé íå÷åòíî � ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî

áåñïîðÿäêîâ òðàíñïîçèöèè σ(ij) îòëè÷àåòñÿ ÷åòíîñòüþ îò ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ σ. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïåðåñòàíîâêà σ � ïðîèçâåäåíèå k òðàíñïîçèöèé σ = (i1j1) . . . (ikjk), òî êîëè÷åñòâî

áåñïîðÿäêîâ â σ èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ÷èñëî k.

Ñëåäñòâèå 2 (ñëåäñòâèÿ 1). Åñëè σ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé äâóìÿ ñïîñîáàìè:

σ = (i1j1) . . . (ikjk) = (p1q1) . . . (pℓqℓ), òî ÷èñëà k è ℓ èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.

×èñëî (−1)k, ãäå k êàê â ñëåäñòâèè 2, íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè σ è îáîçíà÷àåòñÿ sgn(σ) (îáî-
çíà÷åíèå íå âïîëíå îáùåïðèíÿòîå). Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî ÷åòíîñòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà (÷èñëà k è

ℓ ìîãóò áûòü ðàçíûìè, íî (−1)k = (−1)ℓ).

Ñëåäñòâèå 3 (ñëåäñòâèÿ 2). sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ) äëÿ ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê σ è τ .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ïóñòü òåïåðü e1, . . . , en � ïðîèçâîëüíûé íàáîð âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V , à σ � ïåðåñòàíîâêà. Òîãäà

Ñëåäñòâèå 4 (èç ëåììû 5). Voln(aσ(1), . . . , aσ(n)) = sgn(σ)Voln(aσ(1), . . . , aσ(1)).


