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Àííîòàöèÿ. Åùå ïðî îïðåäåëèòåëè: ðàçëîæåíèå ïî ñòðîêå, ïðàâèëî Êðàìåðà è ìåòîä �àóññà âû÷èñëåíèÿ

îïðåäåëèòåëåé.

Âñå ìàòðèöû â ýòîé ëåêöèè � êâàäðàòíûå ìàòðèöû n× n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F.

Âíà÷àëå � äâà ïðîñòûõ ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ìàòðèöà A = (aij)
n
i,j=1 íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé,

åñëè aij = 0 ïðè i > j. Òðàíñïîíèðîâàííîé (ïî îòíîøåíèþ ê A) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà AT
, ó êîòîðîé íà

ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò ÷èñëî aji (ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè j-é ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà â
A).

Òåîðåìà 1. (1) Åñëè A � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî detA = a11a22 . . . ann.
(2) detAT = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî îáîèõ óòâåðæäåíèé � óïðàæíåíèå (÷àñòü ëèñòêà 7).

Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü îïðåäåëèòåëü (äëÿ ìàòðèö íàä ïîëåì R) êàê îðèåíòèðîâàííûé

îáúåì, òî óòâåðæäåíèå 2 ñòàíîâèòñÿ íåî÷åâèäíûì äàæå ïðè n = 2 (ïîñìîòðèòå, ÷òî îíî çíà÷èò!) � ïðè òîì,

÷òî àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åíü ïðîñòîå.

Ïóñòü A � ìàòðèöà n×n, è 1 ≤ i, j ≤ n. Îáîçíà÷èì Aij ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ âû÷åðêèâàíèåì èç A ñòðîêè

íîìåð i è ñòîëáöà íîìåð j.

Òåîðåìà 2 (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå). Äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî detA =
∑n

j=1(−1)i+jaij detAij = (−1)i+1(ai1 detAi1 − ai2 detAi2 + · · ·+ (−1)n−1ain detAin).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âíà÷àëå i = 1. Êàæäûé ÷ëåí â �îðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí

ñîìíîæèòåëü âèäà a1k; ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû: detA = a11P1(A) + · · ·+ a1nPn(A). Êàê íåòðóäíî âèäåòü,

Pk(A) � ñóììà âûðàæåíèé ±a2τ(2) . . . anτ(n) ïî âñåâîçìîæíûì áèåêöèÿì τ : {2, . . . , n} → {1, . . . , k − 1, k +
1, . . . , n}. Ôîðìóëà äëÿ detA1k äàåò òàêóþ æå ñóììó, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ äðóãèìè çíàêàìè: çíàê â êàæäîé èç

ñóìì � ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè, íî ïåðåñòàíîâêà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A íóìåðóþòñÿ

îò 1 äî n, à ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A1k � îò 1 äî n−1. Ïîñëå íàäëåæàùåé ïåðåíóìåðàöèè ñòðîê è ñòîëáöîâ
ïîëó÷àåì, ÷òî çíàê ïðè ìîíîìå a1ka2τ(2) . . . anτ(n) â detA ðàâåí sgn(σ1), à â a1k detA1k � sgn(σ2), ãäå σ1 ∈ Sn

çàäàíà ðàâåíñòâîì σ1(i) =

{

k, i = 1,

τ(i), 2 ≤ i ≤ n
, à σ2 ∈ Sn−1 � ðàâåíñòâîì σ2(i) =

{

τ(i + 1), τ(i + 1) ≤ k − 1,

τ(i + 1)− 1, τ(i + 1) ≥ k + 1
.

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ â ïåðåñòàíîâêàõ σ1 è σ2. Íåòðóäíî çàìåòèòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî ïàðà (i, j),
ãäå 1 ≤ i < j ≤ n − 1, ÿâëÿåòñÿ áåñïîðÿäêîì â σ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (i + 1, j + 1) � áåñïîðÿäîê â

σ1; òàêèì îáðàçîì, ïåðå÷èñëåíû âñå áåñïîðÿäêè â σ1, â êîòîðûõ îáà ýëåìåíòà íå ìåíüøå 2. Êðîìå òîãî, â σ1

ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü áåñïîðÿäêè âèäà (1, j); òàêàÿ ïàðà ÿâëÿåòñÿ áåñïîðÿäêîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 ≤ σ1(j) < k = σ1(1). Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå σ1(j) ïðè j = 2, . . . , n ïðèíèìàåò ïî îäíîìó ðàçó âñå çíà÷åíèÿ

îò 1 äî n, êðîìå k, êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ âèäà (1, j) â σ1 ðàâíî k − 1. Òåì ñàìûì çíàêè ïðè îäíîì è òîì

æå ìîíîìå â äâóõ âûðàæåíèÿõ îòëè÷àþòñÿ íà (−1)k−1 = (−1)k+1
, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ i = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðè ïðîèçâîëüíîì i ðàññìîòðèì ìàòðèöó B, ïîëó÷åííóþ èç A îáìåíîì

ìåñòàìè 1-îé è i-îé ñòðîêè. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñòðîê ìàòðèöû, detB =
− detA. Â òî æå âðåìÿ ìàòðèöà B1k ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Aik ïåðåñòàíîâêîé ïî öèêëó ñòðîê ñ íîìåðàìè

1, 2, . . . , i−1. Òàêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ i−2 òðàíñïîçèöèé (12)(23) . . . (i−2, i−1) è,
ñëåäîâàòåëüíî, detB1j = (−1)i−2 detAij . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì detA = − detB = −

∑n
j=1(−1)j+1b1j detB1j

(â ñèëó óæå äîêàçàííîé �îðìóëû äëÿ i = 1) = −
∑n

j=1(−1)j+1(−1)i−2aij detAij =
∑n

j=1(−1)i+jaij detAij . �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà n× n, ïðè÷åì detA 6= 0. Ìàòðèöà B òîãî æå ðàçìåðà, ó êîòîðîé äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ i, j = 1, . . . , n íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè i è ñòîëáöà j ñòîèò ÷èñëî bij
def

= (−1)i+j detAji/ detA,
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû, íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

∑n

j=1 aijbji = 1 äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , n, è
∑n

j=1 aijbjk = 0 äëÿ âñåõ k 6= i. Ïåðâîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 2:

∑n

j=1 aijbji =
∑n

j=1 aij(−1)i+j detAij/ detA = detA/ detA = 1. Èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî åñëè k 6= i, òî
∑n

j=1 aijbjk =
∑n

j=1 aij(−1)k+j detAkj/ detA ðàâíî 1/ detA, óìíîæåííîìó íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, â êîòîðîé âìåñòî

ñòðîêè k ïîäñòàâëåíà ñòðîêà 1. Íî â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå � äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, òàê ÷òî åå îïðåäåëèòåëü

ðàâåí íóëþ. �

1



Ñëåäñòâèå 2 (ñëåäñòâèÿ 1 � �îðìóëà Êðàìåðà). Ïóñòü A = (aij) è detA 6= 0, à b1, . . . , bn � ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà. Òîãäà ðåøåíèå (åäèíñòâåííîå) ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn âèäà











a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . .

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì xk = detAk/ detA, ãäå ìàòðèöà Ak ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A çàìåíîé åå k-ãî ñòîëáöà
íà (b1, . . . , bn); çäåñü k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = (x1, . . . , xn) ∈ F
n
, b = (b1, . . . , bn) ∈ F

n
, òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

Ax = b. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x = A−1b, è ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì xk = 1
detA

∑n
j=1(−1)k+jbj detAjk.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, detAk = detAT
k (ïî òåîðåìå 1) =

∑n
j=1(−1)k+jbj det(A

T
k )kj (ïî òåîðåìå 2 � ðàçëîæåíèå ïî

k-é ñòðîêå) =
∑n

j=1(−1)k+jbj detAjk: â ìàòðèöå Ak îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû A òîëüêî k-é ñòîëáåö, à â ìèíîðå

(ïîäìàòðèöå) (Ak)jk îí âñå ðàâíî âû÷åðêèâàåòñÿ. �

Îáîçíà÷èì Pij îòîáðàæåíèå (ëèíåéíîå) Mat(n, n,F) → Mat(n, n,F), ìåíÿþùåå â ìàòðèöå ìåñòàìè i-þ è

j-þ ñòðîêó, à Ki,j,λ � îòîáðàæåíèå Mat(n, n,F) → Mat(n, n,F), ïðèáàâëÿþùåå ê j-îé ñòðîêå ìàòðèöû i-þ,
óìíîæåííóþ íà λ; îñòàëüíûå ñòðîêè, â òîì ÷èñëå i-ÿ, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Îòîáðàæåíèÿ Ki,j,λ è Pij

íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèö (ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî).

Òåîðåìà 3 (ìåòîä �àóññà). Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé ê A � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ ê ìàòðèöå A � ìàòðèöà C, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà, êðîìå, âîçìîæíî,

ïåðâîãî, ðàâíû íóëþ. Åñëè ai1 = 0 äëÿ âñåõ i, òî C = A (è ïåðâûé ýëåìåíò ñòîëáöà òîæå íóëåâîé). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü ai1 6= 0; òîãäà â ìàòðèöå C1 = P1i(A) óãëîâîé ýëåìåíò c11 6= 0. Ïîëîæèì λ
def

= −ci1/c11;
òîãäà â ìàòðèöå C2 = K1,i,λ(C1) ýëåìåíò ci1 = 0, à ýëåìåíò c11 òàêîé æå, êàê â C1. Ïðîäåëàâ ïîäîáíóþ

îïåðàöèþ äëÿ âñåõ i = 2, . . . , n, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ìàòðèöó C (â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé ýëåìåíò ñòîëáöà

íåíóëåâîé).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî � èíäóêöèÿ ïî n. Ïðèìåíåíèå ê ìàòðèöå C ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Pij èKi,j,λ, ãäå 2 ≤ i, j ≤ n, íå ìåíÿåò â ìàòðèöå C ïåðâóþ ñòðîêó (î÷åâèäíî) è ïåðâûé ñòîëáåö (ïîòîìó ÷òî îí

íóëåâîé, êðîìå ïåðâîãî ýëåìåíòà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùàÿ ìèíîð C11 ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó (íàïîìíèì, ÷òî C11 ïîëó÷àåòñÿ

èç C âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà). Íî òîãäà òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëàþò ìàòðèöó C
âåðõíåòðåóãîëüíîé. �

Ìåòîä �àóññà ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Ïî ñâîéñòâàì îðèåíòèðîâàííîãî

îáúåìà detPij(A) = − detA è detKi,j,λ(A) = detA äëÿ âñåõ i, j, λ è ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè B � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òî detB =
± detA, ãäå çíàê çàâèñèò îò ÷åòíîñòè ÷èñëà ïðèìåíåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âòîðîãî ðîäà.

Îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû âû÷èñëÿåòñÿ ïî óòâåðæäåíèþ 1 òåîðåìû 1.


