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Àííîòàöèÿ. Äåéñòâèå ïðîåêòèâíîé ãðóïïû íà íàáîðàõ òî÷åê. Òåîðåìà Äåçàðãà. Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimV = n+1, è H = PV � åãî ïðîåêòèâèçàöèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî a1, . . . , an+2 ∈ H � òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè íèêàêèå (n + 1) èç íèõ íå ëåæàò â ñîáñòâåííîì

ïðîåêòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå H . Åñëè vi ∈ ai ⊂ V � íåíóëåâîé âåêòîð (ò.å. áàçèñ â ïðÿìîé ai ⊂ V ),
òî óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíî (ïî÷åìó?) òîìó, ÷òî ëþáûå (n + 1) âåêòîðîâ èç v1, . . . , vn+2

îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V .

Ïðèìåð 1. Ïðèìåðû íàáîðîâ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ: òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé;

÷åòûðå òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a1, . . . , an+2 ∈ H è b1, . . . , bn+2 ∈ H � äâà íàáîðà òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå C ∈ PGL(H) òàêîå, ÷òî C(ai) = bi äëÿ âñåõ i =
1, . . . , n+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íåíóëåâûå âåêòîðû ui ∈ ai ⊂ V è vi ∈ bi ⊂ V . Âåêòîðû u1, . . . , un+1 îáðàçóþò

áàçèñ; ðàçëîæèì ïî íåìó ïîñëåäíèé âåêòîð: un+2 = x1u1 + · · · + xn+1un+1 è çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

x1, . . . , xn+1 ∈ F íåò íóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xi = 0, òî âåêòîð ui íå ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ

u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , un+1, un+2, òàê ÷òî ýòè (n + 1) âåêòîðîâ íå îáðàçóþò áàçèñ â V âîïðåêè óñëîâèþ, ÷òî

a1, . . . , an+2 � òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïóñòü vi ∈ bi � íåíóëåâûå âåêòîðû, v1, . . . , vn+1 ïî óñëîâèþ � áàçèñ, è vn+2 = y1v1 + · · · +
yn+1vn+1. Ïóñòü èñêîìîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå C = PA, ãäå A : V → V � îáðàòèìîå ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå. Óñëîâèå C(ai) = bi îçíà÷àåò, ÷òî Aui = tivi, ti ∈ F \ {0} äëÿ âñåõi = 1, . . . , n+ 2. Ïîñêîëüêó
u1, . . . , un+1 � áàçèñ, êîíñòàíòû t1, . . . , tn+1 îïðåäåëÿþò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A (à, ñëåäîâàòåëüíî, è

ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå C) îäíîçíà÷íî.
Èìååì: Aun+2 = A(x1u1 + · · · + xn+1un+1) = x1Au1 + · · · + xn+1Aun+1 = t1x1v1 + · · · + tn+1xn+1vn+1 =

tn+2y1v1 + · · · + tn+2yn+1vn+1, îòêóäà â ñèëó íåðàâåíñòâà xi 6= 0 è òîãî �àêòà, ÷òî v1, . . . , vn+1 � áàçèñ,

âûòåêàåò, ÷òî ti = (yi/xi)tn+2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n+1. Òåì ñàìûì t1, . . . , tn+1, tn+2 ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû

ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ýòî è îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîåêòèâíîãî

ïðåîáðçîâàíèÿ C = PA. �

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1:

Òåîðåìà 2 (Äåçàðãà). Ïóñòü ïðÿìûå aa′, bb′ è cc′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ ab ∩ a′b′, ac ∩ a′c′ è bc ∩ b′c′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû Äåçàðãà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî èíâàðèàíòíûì � åñëè îíî âåðíî

äëÿ êàêîé-ëèáî êîí�èãóðàöèè, òî âåðíî è äëÿ âñåõ êîí�èãóðàöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç äàííîé ïðîåêòèâíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì. Â ñèëó òåîðåìû 1 ìîæíî ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì îòïðàâèòü äâå ïðîèçâîëüíûõ

òî÷êè íà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ. Ñäåëàåì ýòî ñ òî÷êàìè ab ∩ a′b′ è bc ∩ b′c′. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ

òàêîå óòâåðæäåíèå: ïóñòü ïðÿìûå aa′, bb′ è cc′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå o, ïðÿìàÿ ab ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé a′b′,
ïðÿìàÿ bc ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé b′c′. Òîãäà ïðÿìàÿ ac ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé a′c′. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè: èç ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ oa/oa′ = ob/ob′

(ïîñêîëüêó ab ïàðàëëåëüíà a′b′) è ob/ob′ = oc/oc′ (ïîñêîëüêó bc ïàðàëëåëüíà b′c′). Îòñþäà âûòåêàåò oa/oa′ =
oc/oc′ è, ñëåäîâàòåëüíî, ac ïàðàëëåëüíà a′c′. �

Åùå ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 � â ñëó÷àå n = 1. �ðóïïà PGL(1,F) ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé FP 1 = F⊔{∞} ñîñòîèò, ñîãëàñíî ïðèìåðó 1 ëåêöèè 9, èç äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
âèäà f(t) = at+b

ct+d
, a, b, c, d ∈ F, ad− bc 6= 0, ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ òî÷åê (ò.å. òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ) x1, x2, x3 ∈ FP 1
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå èõ â ëþáûå òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè y1, y2, y3. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáðàçîâ

òî÷êè y1 = ∞, y2 = 0 è y3 = 1 (òàêèå òî÷êè åñòü íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé FP 1
íàä ëþáûì ïîëåì F!). Òàêæå

ïðåäïîëîæèì âðåìåííî, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê x1, x2, x3 íå ðàâíà ∞. Òîãäà x1 ∈ F äîëæåí áûòü êîðíåì

çíàìåíàòåëÿ äðîáè

at+b

ct+d
, à x2 � êîðíåì ÷èñëèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü èìååò âèä f(t) = u t−x2

t−x1

; êîíñòàíòó

u îïðåäåëèì îäíîçíà÷íî èç óñëîâèÿ f(x3) = 1: u = x3−x1

x3−x2

. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ f ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíóþ

1



òî÷êó x4 ∈ FP 1
â òî÷êó

(x1−x3)(x2−x4)
(x1−x4)(x2−x3)

∈ FP 1
. Ýòîò ýëåìåíò (÷èñëî èëè ∞) íàçûâàåòñÿ äâîéíûì îòíîøåíèåì

òî÷åê x1, x2, x3, x4 è îáîçíà÷àåòñÿ (x1, x2, x3, x4).

Çàìå÷àíèå. Èç ÿâíîé �îðìóëû äëÿ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî (êàê?) òàêæå

è â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç òî÷åê x1, . . . , x4 ðàâíà ∞. Êðîìå òîãî, ìû îïðåäåëèëè äâîéíîå îòíîøåíèå â ñëó÷àå,

êîãäà x1, x2, x3 ∈ F è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íî ÿâíàÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà ñëó÷àè, êîãäå

íåêîòîðûå òî÷êè ñîâïàäàþò � ñì. ïîäðîáíåå çàäà÷ó 1 ëèñòêà 8−ε.

Òåîðåìà 3. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå g : FP 1 → FP 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì,

êîãäà îíî ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå: äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, x2, x3, x4 ∈ FP 1

âåðíî ðàâåíñòâî (g(x1), g(x2), g(x3), g(x4)) = (x1, x2, x3, x4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âíà÷àëå g ∈ PGL(1,F), è ïóñòü f ∈ PGL(1,F) � ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî

f(x1) = ∞, f(x2) = 0, f(x3) = 1 è, ïî îïðåäåëåíèþ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ, f(x4) = (x1, x2, x3, x4). Òîãäà
îòîáðàæåíèå h = f ◦ g−1 ∈ PGL(1,F) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì h(g(x1)) = ∞, h(g(x2)) = 0, h(g(x3)) = 1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, h(g(x4)) = (g(x1), g(x2), g(x3), g(x4)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, h(g(x4)) = f(x4) = (x1, x2, x3, x4) �
ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå g ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå.

Îáðàòíî, ïóñòü g ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå. �àññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f , äëÿ êîòîðîãî
f(g(x1)) = x1, f(g(x2)) = x2, f(g(x3)) = x3 � îíî ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1. Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû

(x1, x2, x3, f(g(x4)) = (g(x1), g(x2), g(x3), g(x4)) = (x1, x2, x3, x4) (âòîðîå ðàâåíñòâî � ïîòîìó ÷òî g ñîõðàíÿåò

äâîéíîå îòíîøåíèå). Îòñþäà âûòåêàåò (äîêàæèòå!), ÷òî f(g(x4)) = x4. Ïîñêîëüêó òî÷êà x4 ∈ FP 1
ïðîèçâîëüíàÿ,

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f ◦g = id, òî åñòü g = f−1
. Íî f ïðîåêòèâíî, à ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó,

òî åñòü g ïðîåêòèâíî. �

Ïóñòü òåïåðü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n + 1, à V ∗
� äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Íàïîìíèì (ëåêöèÿ 4), ÷òî dimV ∗ = dimV è ÷òî ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîð�èçì Φ : V → V ∗∗
,

ñîïîñòàâëÿþùèé âåêòîðó v ∈ V ëèíåéíûé �óíêöèîíàë δv ∈ V ∗∗
, îïðåäåëåííûé êàê îòîáðàæåíèå Φ(v) :

V ∗ → F, äåéñòâóþùèé íà �óíêöèîíàë α ∈ V ∗
ïî �îðìóëå Φ(v)(α)

def

= α(v). (Ïî÷åìó ýòîò èçîìîð�èçì

êàíîíè÷åñêèé, ñì. â ëåêöèè 4.) Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó W ⊂ V åãî àííóëÿòîð

W⊥ def

= {α ∈ V ∗ | α(w) = 0 ∀w ∈ W}.

Òåîðåìà 4 (äîêàçàííàÿ â ëåêöèè 4). (1) dimW⊥ = dim V − dimW ;

(2) (W⊥)⊥ = Φ(W ) ⊂ V ∗∗
.

Òåîðåìà 5 (çàáûòàÿ â ëåêöèè 4). Îïåðàöèÿ àííóëÿòîðà ïåðåâîäèò ïåðåñå÷åíèå â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó îáúåäèíåíèÿ

è íàîáîðîò. À èìåííî, ïóñòü W1,W2 ⊂ V � âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà (W1 ∩W2)
⊥ = 〈W⊥

1 ∪W⊥
2 〉

è 〈W1 ∪W2〉
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ V ëèíåéíûé �óíêöèîíàë α ∈ V ∗
ðàâåí íóëþ íà âñåõ òî÷êàõ

v ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàâåí íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ v ∈ 〈X〉 ëèíåéíîé îáîëî÷êè X . Òåì ñàìûì

〈W1 ∪W2〉
⊥ ⊂ V ∗

ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, ðàâíûõ íóëþ êàê íà W1, òàê è íà W2 � òî åñòü,

ñîâïàäàåò ñW⊥
1 ∩W⊥

2 . Òåïåðü 〈W⊥
1 ∪W⊥

2 〉⊥ = (W⊥
1 )⊥∩(W⊥

2 )⊥ = Φ(W1)∩Φ(W2) = Φ(W1∩W2) = ((W1∩W2)
⊥)⊥.

Íî åñëè ó äâóõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò àííóëÿòîðû, òî è ñàìè ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò, òàê

÷òî 〈W⊥
1 ∪W⊥

2 〉 = (W1 ∩W2)
⊥
. �

�àññìîòðèì òåïåðü âìåñòî êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ V åãî ïðîåêòèâèçàöèþ PW ⊂ PV .
Î÷åâèäíî, ïðîåêòèâèçàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ � ïåðåñå÷åíèå (P(W1 ∩ W2) = PW1 ∩ PW2), à ëèíåéíîé îáîëî÷êå

ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ îáîëî÷êà � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå

ìíîæåñòâî. Òàê, P〈W1 ∪W2〉 � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ êàê PW1, òàê è

PW2.

Êàæäîìó ïðîåêòèâíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó H
def

= PW ⊂ PV ìû ñîïîñòàâèì åãî äâîéñòâåííîå H∨ def

= PW⊥ ⊂
PV ∗

.

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìû 4). dimH∨ = dimPV − 1 − dimH. (H∨)∨ = PΦ(H) (ãäå PΦ : PV → PV ∗∗
�

ïðîåêòèâíûé èçîìîð�èçì, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé êàíîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî èçîìîð�èçìà Φ : V →
V ∗∗

).

Ñëåäñòâèå 2 (òåîðåìû 5). (H1∩H2)
∨ = 〈H∨

1 ∪H∨
2 〉, 〈H1∪H2〉

∨ = H∨
1 ∩H∨

2 (çäåñü 〈·〉 îçíà÷àåò ïðîåêòèâíóþ

îáîëî÷êó).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü V = F
3
, òàê ÷òî PV = FP 2

� ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî

íóëüìåðíûì ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì â FP 2
� òî÷êàì � ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè

2− 1− 0 = 1 � ïðÿìûå äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, à îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì � ïðÿìûì �

òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïðÿìûì ℓ1 ⊂ FP 2
è ℓ2 ⊂ FP 2

äâîéñòâåííû

òî÷êè p1, p2 ∈ (FP 2)∗, òî òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ a = ℓ1 ∩ ℓ2 äâîéñòâåííà ïðÿìàÿ ℓ ⊂ (PF 2)∗ � ïðîåêòèâíàÿ

îáîëî÷êà òî÷åê p1 è p2, òî åñòü ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè.



Â ëþáîì óòâåðæäåíèè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, ñîäåðæàùåì òîëüêî ïîäïðîñòðàíñòâà è ïðîåêòèâíûå îáîëî÷êè,

ìîæíî çàìåíèòü êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî íà äâîéñòâåííîå, ïåðåñå÷åíèå � íà ïðîåêòèâíóþ îáîëî÷êó è íàîáîðîò,

è ïîëó÷èòü äðóãîå âåðíîå óòâåðæäåíèå, �äâîéñòâåííîå� èñõîäíîìó.

Ïðèìåð 3. Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó, äâîéñòâåííóþ ê òåîðåìå Äåçàðãà. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2, òî÷êàì a, a′, b, b′, c, c′

äâîéñòâåííû ïðÿìûå α, α′, β, β′, γ, γ′
. Ïðÿìûì aa′, bb′, cc′, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, äâîéñòâåííû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

α∩α′
, β∩β′

è γ∩γ′
. Ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, äâîéñòâåííî óòâåðæäåíèå,

÷òî òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïóñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ α ∩ α′
, β ∩ β′

è γ ∩ γ′
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ {p} = α ∩ β,

{p′} = α′ ∩ β′
, {q} = α ∩ γ, {q′} = α′ ∩ γ′

, {r} = β ∩ γ, {r′} = β′ ∩ γ′
. Òîãäà ïðÿìûå pp′, qq′ è rr′ ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå.

Åñëè òåïåðü ïåðåèìåíîâàòü p 7→ a, q 7→ b, r 7→ c, è ñîîòâåòñòâåííî p′, q′, r′, òî ïðÿìàÿ α ñòàíåò ïðÿìîé

ab, β 7→ bc è γ 7→ ac, è àíàëîãè÷íî α′, β′, γ′
. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ñàìîé òåîðåìå Äåçàðãà: åñëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ab ∩ a′b′, ac ∩ a′c′ è bc ∩ b′c′

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïðÿìûå aa′, bb′ è cc′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


