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ËÅÊÖÈß 12 (ÍÀ×ÀËÎ)

Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïóñòü òåïåðü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå µA : B(V ) → B(V ) òàê: äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áèëèíåéíîé �îðìû B íà ïðîñòðàíñòâå V ïîëîæèì µA(B)(u, v) = B(Au,Av). Î÷åâèäíî, µA(B)
� áèëèíåéíàÿ �îðìà; åñëè B ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî è µA(B) ñèììåòðè÷åñêàÿ (ò.å. µA(Symm(V )) ⊂ Symm(V ));
åñëè B êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, òî è µA(B) òîæå.

Ëåììà 1. Åñëè áèëèíåéíîé �îðìå B ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð B̃ : V → V ∗
, òî áèëèíåéíîé �îðìå µA(B)

ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð µ̃A(B) = A∗B̃A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ u, v ∈ V èìååì ((A∗B̃A)u)(v) = ((B̃A)u)(Av) = (B̃(Au))(Av) = B(Au,Av) =
µA(B)(u, v). �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè B � ìàòðèöà �îðìû B â áàçèñå e1, . . . , en, à A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â òîì æå

áàçèñå, òî ìàòðèöà �îðìû µA(B) â òîì æå áàçèñå ðàâíà ATBA.

Îïðåäåëåíèå 3. Áèëèíåéíûå �îðìû B1 è B2 íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàþòñÿ (ëèíåéíî) ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé îïåðàòîð A : V → V òàêîé, ÷òî B2 = µA(B1).

Òåîðåìà 4. (1) Ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü áèëèíåéíûõ �îðì � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (ò.å.

îíî ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî).

(2) Äâå áèëèíåéíûå �îðìû B è B′
íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â V íàéäóòñÿ áàçèñû e1, . . . , en è e′1, . . . , e
′

n, ìàòðèöû �îðì â êîòîðûõ îäèíàêîâû:

B(ei, ej) = B′(e′i, e
′

j) äëÿ âñåõ 1 ≤ i, j ≤ dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ µA ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî µAB = µa ◦ µB, à òàêæå µI = id
(òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå), åñëè I : V → V � åäèíè÷íûé îïåðàòîð (ò.å. òîæå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå).

Îòñþäà âûòåêàåò (êàê?), ÷òî åñëè îïåðàòîð A îáðàòèì, òî µA−1 = µ−1

A . Çàìåòèì òàêæå (õîòÿ ìû ïî÷òè

íå áóäåì ýòèì ïîëüçîâàòüñÿ), ÷òî äëÿ ëþáîé A îòîáðàæåíèå µA : B(V ) → B(V ) ëèíåéíî: µA(B1 + B2) =
µA(B1) + µA(B2) è µA(tB) = tµA(B) äëÿ âñåõ áèëèíåéíûõ �îðì B1, B2, B è ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðà t ∈ F.

Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå A 7→ µA ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ãðóïïû GL(V ) îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé V → V â ãðóïïó GL(B(V )) îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé B(V ) → B(V ). Ýòî ïîçâîëÿåò

íåìåäëåííî äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

• �å�ëåêñèâíîñòü (âñÿêàÿ �îðìà B ýêâèâàëåíòíà ñàìà ñåáå): ïîñêîëüêó µI = id, èìååì B = µI(B).
• Ñèììåòðè÷íîñòü (åñëè ïåðâàÿ �îðìà ýêâèâàëåíòíà âòîðîé, òî âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ïåðâîé): åñëè

B2 = µA(B1), ãäå A îáðàòèì, òî B1 = µ−1

A (B2) = µA−1(B2).
• Òðàíçèòèâíîñòü (åñëè ïåðâàÿ �îðìà ýêâèâàëåíòíà âòîðîé, à âòîðàÿ � òðåòüåé, òî ïåðâàÿ �îðìà

ýêâèâàëåíòíà òðåòüåé): B2 = µA(B1), B3 = µC(B2) � ñëåäîâàòåëüíî, B3 = µC(µA(B1)) = µCA(B1).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ïóñòü B′ = µA(B). Âîçüìåì â êà÷åñòâå e1, . . . , en ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â

V è ïîëîæèì e′i = A−1ei äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A−1
îáðàòèì, e′1, . . . , e

′

n ∈ V � òîæå

áàçèñ. Òåïåðü B′(e′i, e
′

j) = (µA(B))(e′i, e
′

j) = B(Ae′i, Ae
′

j) = B(ei, ej). Îáðàòíî, ïóñòü B(ei, ej) = B′(e′i, e
′

j) äëÿ
âñåõ 1 ≤ i, j ≤ n, ãäå e è e′ � áàçèñû â V . Òîãäà ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåí) îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : V → V òàêîé, ÷òî Ae′i = ei ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ n. Òîãäà �îðìû B′
è µA(B) ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ íà âåêòîðàõ áàçèñà e′1, . . . , e
′

n: µA(B)(e′i, e
′

j) = B(Ae′i, Ae
′

j) = B(ei, ej) = B′(e′i, e
′

j), òî åñòü èìåþò â

ýòîì áàçèñå îäèíàêîâóþ ìàòðèöó. Ïîñêîëüêó áèëèíåéíàÿ �îðìà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ìàòðèöåé, ïîëó÷àåì B′ = µA(B), òî åñòü �îðìû B è B′
ýêâèâàëåíòíû. �

Ñëåäñòâèå 5 (ëåììû 1). Ýêâèâàëåíòíûå áèëèíåéíûå �îðìû íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò

îäèíàêîâûé ðàíã. Â ÷àñòíîñòè, åñëè �îðìà B íåâûðîæäåííàÿ, òî è �îðìà µA(B) íåâûðîæäåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A îáðàòèì, òî è A∗
îáðàòèì: (A∗)−1 = (A−1)∗ (ïðîâåðüòå!). Åñëè u ∈ Ker µ̃A(B), òî

åñòü µ̃A(B)u = 0, òî åñòü A∗B̃Au = 0, òî, ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ðàâåíñòâó îïåðàòîð (A∗)−1
, ïîëó÷èì B̃Au = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Au ∈ Ker B̃, òî åñòü îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ïîäïðîñòðàíñòâî Ker B̃ â ïîäïðîñòðàíñòâî

Ker µ̃A(B). Îïåðàòîð A−1
ïåðåâîäèò èõ â îáðàòíóþ ñòîðîíó; òàêèì îáðàçîì, ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà èçîìîð�íû

è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. �

1



Â ñèëó äîêàçàííîãî âñå áèëèíåéíûå �îðìû ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî

ðàçáèåíèå íåîáîçðèìî; èññëåäóåì åãî â äâóõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ � äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ

�îðì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû äîáüåìñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íîãî óñïåõà:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü F � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé

�îðìû B íà ïðîñòðàíñòâå Fn
íàéäåòñÿ íàáîð ÷èñåë c1, . . . , cn ∈ F òàêîé, ÷òî �îðìà B ýêâèâàëåíòíà

áèëèíåéíîé �îðìå C, çàäàííîé �îðìóëîé

(1) C(u, v) = c1u1v1 + · · ·+ cnunvn;

çäåñü u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn). Ïðè ýòîì åñëè k = rkB, òî c1, . . . , ck 6= 0 è ck+1 = · · · = cn = 0.

Ïðèìåð 1 (ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 6, êîòîðûé ëîãè÷åñêè îòíîñèòñÿ ê ñëåäóþùåé ëåêöèè). �àññìîòðèì îäíîðîäíûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 îò 3 ïåðåìåííûõ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè: Q(x, y, z) = b11x
2 + b22y

2 + b33z
2 +

2b12xy + 2b13xz + 2b23yz; î÷åâèäíî, Q = QB, ãäå B � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà R3
ñ ìàòðèöåé

(bij)
3
i,j=1 (ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ bij = bji äëÿ âñåõ i, j � îòñþäà è äâîéêè â êîý��èöèåíòàõ ìíîãî÷ëåíà

Q). �àññìîòðèì ìíîæåñòâî CQ = {(x, y, z) ∈ R3 | Q(x, y, z) = 0}, íàçûâàåìîå êâàäðàòè÷íûì êîíóñîì.

Îíî îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: åñëè âåêòîð v 6= 0 ïðèíàäëåæèò CQ, òî è ëþáîé ïðîïîðöèîíàëüíûé åìó

âåêòîð òîæå ïðèíàäëåæèò CQ: QB(v) = 0 ⇒ QB(αv) = α2QB(v) = 0. Òî åñòü êîíóñ ñîñòîèò èç �öåëûõ�

ïðÿìûõ: ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íóëü, ëèáî öåëèêîì ëåæèò â êîíóñå, ëèáî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì òîëüêî ïî

òî÷êå 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ïðîåêòèâèçàöèþ CQ � ìíîæåñòâî EQ ⊂ RP 2
ëåæàùèõ â CQ ïðÿìûõ:

EQ
def

= {[x : y : z] ∈ RP 2 | Q(x, y, z) = 0}. EQ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé êîíèêîé. Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ïåðåâîäÿùèé êâàäðàòè÷íûé êîíóñ CQ â ìíîæåñòâî (òîæå êâàäðàòè÷íûé

êîíóñ) Fc
def

= {(x, y, z) ∈ R3 | c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 = 0}. Ïðîåêòèâèçàöèÿ PA îïåðàòîðà A ïåðåâîäèò êîíèêó EQ

â ïðîåêòèâèçàöèþ ìíîæåñòâà Fc � êîíèêó PFc = {[x : y : z] ∈ RP 2 | c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 = 0}.

Â äàííîì ñëó÷àå êîíóñ Fc (è, ñîîòâåòñòâåííî, êîíèêó PFc) ìîæíî åùå áîëåå �ñòàíäàðòèçèðîâàòü�. À èìåííî,

äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð ∆(x, y, z) = (t1x, t2y, t3z) ïåðåâîäèò Fc â êîíóñ {(x, y, z) | c1t
2
1x

2+ c2t
2
2y

2+ c3t
2
3z

2 = 0}.
Êîý��èöèåíòû ci ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè èëè íóëåâûìè; â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî

ìîæíî ïîäîáðàòü ti 6= 0 òàêèå, ÷òîáû cit
2
i = 1, −1 èëè 0. Îïåðàòîð, ìåíÿþùèé ìåñòàìè ïåðåìåííûå x, y è z,

ïîçâîëÿåò òàêæå èçìåíèòü ïîðÿäîê êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè. Êðîìå òîãî, åñëè óìíîæèòü óðàâíåíèå íà

íåíóëåâóþ êîíñòàíòó (íàïðèìåð, −1 � ïîìåíÿòü âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå), òî ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé

íå èçìåíèòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè êîý��èöèåíòû ïåðåä x2
, y2 è z2 ê îäíîìó èç øåñòè ñëó÷àåâ: (0, 0, 0),

(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1,−1, 0), (1, 1, 1) è (1, 1,−1).
Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîíèêà PFc (à, ñëåäîâàòåëüíî, è èñõîäíàÿ êîíèêàEQ) ïåðåâîäèòñÿ ïðîåêòèâíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì â îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

• RP 2
� ðàçóìååòñÿ, ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà B ≡ 0 è EQ = RP 2

.

• {[x : y : z] ∈ RP 2 | x2 = 0} = {[0 : y : z] ∈ RP 2} � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ (îáû÷íî ãîâîðÿò �äâå

ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ� ïî àíàëîãèè ñ ÷åòâåðòûì ñëó÷àåì). �àçóìååòñÿ, òîãäà èñõîäíàÿ êîíèêà EQ ñàìà

ÿâëÿëàñü ïðÿìîé (ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå).

• {[x : y : z] ∈ RP 2 | x2 + y2 = 0} = {[0 : 0 : 1]} ⊂ RP 2} � òî÷êà (òîãäà EQ òîæå òî÷êà).

• {[x : y : z] ∈ RP 2 | x2 − y2 = 0} = {[x : x : z] ∈ RP 2} ∪ {[x : −x : z] ∈ RP 2} � îáúåäèíåíèå äâóõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå ([0 : 0 : 1]) ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ; òîãäà èñõîäíàÿ êîíèêà EQ èìååò

òàêîé æå âèä (òîëüêî ïðÿìûå äðóãèå).

• {[x : y : z] ∈ RP 2 | x2 + y2 + z2 = 0} = ∅ (îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû x, y, z íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî
íóëÿìè). Ýòî, ðàçóìååòñÿ, îçíà÷àåò, ÷òî EQ = ∅.

• {[x : y : z] ∈ RP 2 | x2 + y2 − z2 = 0}. Â ýòîì ñëó÷àå z 6= 0 (èíà÷å x = y = 0, ÷òî íåâîçìîæíî),

òî åñòü ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé è ëåæèò íà îáû÷íîé à��èííîé

ïëîñêîñòè. Â êîîðäèíàòàõ u = x/z è v = y/z ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {(u, v) ∈ R2 | u2 + v2 − 1 = 0} �
îêðóæíîñòü (ò.å. êîíèêà EQ ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíà îêðóæíîñòè).

Ïðîåêòèâíîé (à òàêæå à��èííîé) ýêâèâàëåíòíîñòüþ êîíèê è ìíîãîìåðíûõ êâàäðèê ìû çàéìåìñÿ â ñëåäóþùåé

ëåêöèè (è áóäåì ïîñòîÿííî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 6). Ïîêà òåì, êòî çíàêîì ñ ïîíÿòèÿìè ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû

(çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè âòîðîé ñòåïåíè íà îáû÷íîé ïëîñêîñòè!), ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü, ïî÷åìó îíè îòñóòñòâóþò

â ïðèâåäåííîé âûøå êëàññè�èêàöèè. . .

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 4 âûòåêàåò (âûâåäèòå � ýòî ïîëåçíîå óïðàæíåíèå!), ÷òî òåîðåìà 6 ýêâèâàëåíòíà

ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

Òåîðåìà 6'. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé

2, è D � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà V . Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , en ∈ V òàêîé, ÷òî

D(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n. Ïðè ýòîì åñëè k = rkD, òî D(e1, e1), . . . , D(ek, ek) 6= 0 è D(ek+1, ek+1) =
· · · = D(en, en) = 0.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6'. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè dimV ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè B ≡ 0,
òî ïîäõîäèò ëþáîé áàçèñ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð e1 ∈ V , äëÿ êîòîðîãî QB(e1) = B(e1, e1) 6= 0
� èíà÷å (åñëè QB ≡ 0) ïîëó÷àåòñÿ B ≡ 0 â ñèëó �îðìóëû ïîëÿðèçàöèè (âûðàæàþùåé ñèììåòðè÷åñêóþ

áèëèíåéíóþ �îðìó ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ).

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå α : V → F, çàäàííîå �îðìóëîé α(v) = B(v, e1). Ýòî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë

(ïîòîìó ÷òî B � áèëèíåéíàÿ �îðìà), íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ (ïîòîìó ÷òî α(e1) 6= 0). Òîãäà ìíîæåñòâî
Kerα = {v ∈ V | B(v, e1) 6= 0} � ãèïåðïëîñêîñòü, òî åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimV − 1. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â Kerα èìååòñÿ áàçèñ e2, . . . , en òàêîé, ÷òî B(ei, ej) = 0 äëÿ âñåõ 2 ≤ i 6= j ≤ n.
Î÷åâèäíî, KerB ⊂ Kerα, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ðàíã îãðàíè÷åíèÿ �îðìû B íà Kerα ðàâåí rk B|V − 1 �

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, B(e2, e2), . . . , B(ek, ek) 6= 0 è B(ek+1, ek+1) = · · · = B(en, en) = 0.
Â òî æå âðåìÿ B(e1, ei) = 0 äëÿ ëþáîãî i 6= 1, ïîñêîëüêó ei ∈ Kerα. Âåêòîð e1 íå ëåæèò â Kerα è, òåì

ñàìûì, ëèíåéíî íåçàâèñèì îò e2, . . . , en. Îòñþäà ñëåäóåò (ïî÷åìó?), ÷òî e1, . . . , en � èñêîìûé áàçèñ â V . �

Áàçèñ e1, . . . , en è íàáîð êîíñòàíò c1, . . . , cn äëÿ �îðìû D íå åäèíñòâåííûé. Èìååò, îäíàêî, ìåñòî òàêîå

óòâåðæäåíèå, óòî÷íÿþùåå òåîðåìó 6':

Òåîðåìà 7. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V è e1, . . . , en
� áàçèñ â D, äëÿ êîòîðîãî D(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j. Ïóñòü òàêæå D(e1, e1), . . . , D(ek, ek) 6= 0 è D(ek+1, ek+1) =
· · · = D(en, en) = 0. Òîãäà k = rkD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ek+1, . . . , en ∈ KerD. Åñëè v = v1e1 + · · ·+ vkek + vk+1ek+1 +
· · ·+ vnen ∈ KerD, òî äëÿ âñÿêîãî 1 ≤ i ≤ k èìååì viB(ei, ei) = B(ei, v) = 0. Ïîñêîëüêó B(ei, ei) 6= 0 (i ≤ k!),
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî vi = 0. Òåì ñàìûì ek+1, . . . , en � áàçèñ â KerD, òî åñòü rkD = n− dimKerD = k. �

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ �îðì ïðîùå:

Òåîðåìà 8. �àíã êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíåéíîé �îðìû B íà ïðîñòðàíñòâå Fn
� ÷åòíîå ÷èñëî 2k ≤

n. Ôîðìà B ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà �îðìå C, çàäàííîé �îðìóëîé

C(u, v) =

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
u3 u4

v3 v4

∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣
u2k−1 u2k

v2k−1 v2k

∣∣∣∣

= u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3 + · · ·+ u2k−1v2k − u2kv2k−1;

çäåñü u = (u1, . . . , un) è v = (v1, . . . , vn).

Òåîðåìà 8 ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà òàê:

Òåîðåìà 8'. Ïóñòü D � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà ðàíã
D ðàâåí ÷åòíîìó ÷èñëó 2k, è â V èìååòñÿ áàçèñ e1, . . . , ek, h1, . . . , hk, u2k+1, . . . , un òàêîé, ÷òî D(ei, hi) =
−D(hi, ei) = 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû �îðìû D â ýòîì áàçèñå ðàâíû íóëþ.

Ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì 8 è 8' ñëåäóåò, êàê è ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì 6 è6', èç óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8'. Åñëè D ≡ 0 (ò.å. rkD = 0), òî òåîðåìà âåðíà � ìîæíî âçÿòü ëþáîé áàçèñ â V
â êà÷åñòâå u1, . . . , un. Åñëè D 6≡ 0, òî íàéäóòñÿ âåêòîðû e1 è y1 òàêèå, ÷òî D(e1, y1) 6= 0. Òîãäà ïîëîæèì ïî

îïðåäåëåíèþ h1 = y1/D(e1, y1), ÷òî äàåò D(e1, h1) = −D(h1, e1) = 1. Âåêòîðû e1 è h1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû:

åñëè αe1 + βh1 = 0, òî 0 = D(e1, αe1 + βh1) = β (ïîñêîëüêó D(e1, e1) = 0 â ñèëó êîñîé ñèììåòðèè) è

0 = −D(h1, αe1 + βh1) = α.
�àññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî W = {v ∈ V | D(e1, v) = D(h1, v) = 0}. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,

ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1 è h1, ïåðåñåêàåòñÿ ñ W òîëüêî ïî íóëåâîìó âåêòîðó: äåéñòâèòåëüíî, åñëè αe1 +
βh1 ∈ W , òî α = β = 0 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê âûøå � ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

KerD ⊂ W , òàê ÷òî rk D|W = rkD − 2. Òåïåðü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðîñòðàíñòâå W ñóùåñòâóåò

òàêîé áàçèñ e2, . . . , ek, h2, . . . , hk, u2k+1, . . . , un ∈ W , ÷òî D(ei, hi) = −D(hi, ei) = 1 äëÿ âñåõ i = 2, . . . , k,
à îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû D â ýòîì áàçèñå ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó e1, h1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

〈e1, h1〉 ∩W = {0}, âåêòîðû e1, . . . , ek, h1, . . . , hk, u2k+1, . . . , un � èñêîìûé áàçèñ â V . �

Ñëåäñòâèå 9. Äâå áèëèíåéíûå êîñîñèììåòðè÷åñêèå �îðìû B1, B2 íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã.


