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6. ÂÛÏÓÊËÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.

Îñíîâíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïóñòü T1, . . . , Tm � ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè íà ïëîñêîñòè, m ≥ 3. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ

îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò ïåðåñåêàþùàÿ èõ ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ âñå îòðåçêè.

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü X ⊂ R
n
� îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîå!). Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå

n + 1 òî÷åê a1, . . . , an+1 ∈ X ëåæàò â øàðå ðàäèóñà 1 (ñ ãðàíèöåé). Äîêàæèòå, ÷òî âñå X ëåæèò â øàðå

ðàäèóñà 1. á) Íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå

ïðåâûøàþò 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè ñîäåðæàòñÿ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 1/
√
3.

Çàäà÷à 3. a) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, à X ⊂ V � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîæåñòâî X∗ ⊂ V ∗
ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ℓ : V → R òàêèõ, ÷òî ℓ(v) ≤ 1 äëÿ âñåõ v ∈ X , ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì. á) Êàê ñâÿçàíû ìíîæåñòâà X∗
è Y ∗

, åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî Y � îáðàç âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

X ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè A : V → V ? â) Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî, à X ⊂ V âûïóêëî. Êàê ñâÿçàíû

ìíîæåñòâà X è X∗∗ ⊂ V ∗∗ = V ?

Çàäà÷à 4. Îïèøèòå X∗
, åñëè X ýòî a) òî÷êà (y1, . . . , yn) ∈ R

n
, á) ïîëóïëîñêîñòü (íà ïëîñêîñòè); ïðèäóìàéòå

òàêæå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è, â) n-ìåðíûé êóá Kn = {(x1, . . . , xn) | |xi| ≤ 1 ∀i = 1, . . . , n},
ã) n-ìåðíûé øàð Bn = {(x1, . . . , xn) | x2

1 + · · ·+ x2
n
≤ 1}, ä) âíóòðåííîñòü ïàðàáîëû, ò.å. ìíîæåñòâî {(x, y) ∈

R
2 | y ≥ x2}, è âíóòðåííîñòü ãèïåðáîëû, ò.å. ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ R

2 | y2 ≥ x2 + 1}?
Âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî F ⊂ X âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè b ∈ F

èç òîãî, ÷òî b = ta1 + (1 − t)a2, 0 ≤ t ≤ 1 è a1, a2 ∈ X ñëåäóåò, ÷òî a1, a2 ∈ F . �ðàíü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé

òî÷êè, íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé èëè âåðøèíîé; ãðàíü-îòðåçîê íàçûâàåòñÿ ðåáðîì.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà b ïðèíàäëåæèò ãðàíè F âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X è ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé

êîìáèíàöèåé íåêîòîðûõ òî÷åê a1, . . . , ak ∈ X ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè, òî îáÿçàòåëüíî a1, . . . , ak ∈ F .
(Â ÷àñòíîñòè, âåðøèíà íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåòðèâèàëüíîé âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê ìíîæåñòâà.)

Çàäà÷à 6. a) Ïóñòü X ⊂ V � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ℓ : V → R � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, à F ⊂ X � ìíîæåñòâî

òî÷åê, â êîòîðûõ �óíêöèÿ ℓ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà X . Äîêàæèòå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ

â X . á) Îïèøèòå âñå ãðàíè n-ìåðíîãî øàðà (ñ ãðàíèöåé).

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â R
n
íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.

Çàäà÷à 7. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå (ìíîãîóãîëüíèêå) X ⊂ R
2
ëþáûå äâå âåðøèíû

ñîåäèíåíû ðåáðîì (ñòîðîíîé), òî ýòî òðåóãîëüíèê. á) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ïðî R
3
: åñëè â òðåõìåðíîì

ìíîãîãðàííèêå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî ýòî òåòðàýäð.

Óêàçàíèå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â ðàçìåðíîñòÿõ 4 è âûøå íåâåðíî.

Çàäà÷à 8. Ìíîæåñòâî X ⊂ R
4
çàäàíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ:

{−1 ≤ x1, x2, x3, x4 ≤ 1,

x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

Ïóñòü f1 = (1, 1,−1,−1), f2 = (1,−1, 1,−1), f3 = (1,−1,−1, 1). a) Äîêàæèòå, ÷òî M = {y1f1 + y2f2 + y3f3 |
|y1 ± y2 ± y3| ≤ 1} (âñåãî 4 óñëîâèÿ ñ ìîäóëåì). á) Îïèøèòå âåðøèíû, ðåáðà è äâóìåðíûå ãðàíè ìíîæåñòâà
M . â) Äîêàæèòå, ÷òî M � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 � öåëûå ÷èñëà. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåéòëèíà Cλ ⊂ R
3
ýòî ìíîæåñòâî

{(x11, x12, x21) | λ1 ≤ x11 ≤ λ2 ≤ x12 ≤ λ3, x11 ≤ x21 ≤ x12}. Íàéäèòå âåðøèíû, ðåáðà è ãðàíè ìíîãîãðàííèêà
a) äëÿ λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3; á) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ1, λ2, λ3 ∈ Z.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íóæíû (ïî êðàéíåé ìåðå, ïîëåçíû) íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç àíàëèçà: ÷òî òàêîå

òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (è íèæíÿÿ) ãðàíü ïîäìíîæåñòâà X ⊂ R, ÷òî òàêîå çàìêíóòîå (è îòêðûòîå) ïîäìíîæåñòâî

M ⊂ R
n
. Æåëàòåëüíî òàêæå çíàòü, ÷òî òàêîå êîìïàêò (õîòÿ áû K ⊂ R

n
).

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â R åñòü îòðåçîê, èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë,

ëó÷ (ñ íà÷àëîì èëè áåç) èëè âñÿ ïðÿìàÿ.

1



Çàäà÷à 11. a) Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå Õåëëè â ñëó÷àå, êîãäà íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâX1, X2, · · · ⊂
R

n
áåñêîíå÷åí. á) Äîêàæèòå òåîðåìó Õåëëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

X1, X2, · · · ⊂ R
n
.

Çàäà÷à 12. ÏóñòüX ⊂ R
n
� âûïóêëîå ìíîæåñòâî, è y /∈ X . a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ

ℓ è ÷èñëî b ∈ R òàêîå, ÷òî ℓ(y) ≤ b è ℓ(x) ≥ b äëÿ âñÿêîãî x ∈ X . á*) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X çàìêíóòî, òî

ìîæíî äîáèòüñÿ íåðàâåíñòâ (a, y) ≤ b è (a, x) > b äëÿ âñÿêîãî x ∈ X .

Çàäà÷à 13. a) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâàX ⊂ R
n
� êîìïàêò. á) Ïðèâåäèòå

ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Y ⊂ R
n
, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîòîðîãî íå çàìêíóòà. â) Âåðíî ëè, ÷òî çàìûêàíèå

âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R
n
âûïóêëî?


