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Ï�Î��ÀÌÌÀ ÇÀ×ÅÒÀ

Ïðîãðàììà ñîäåðæèò ïðèáëèçèòåëüíûå �îðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ íåîáõîäèìî

çíàòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñäàþùèé çà÷åò ñàìîñòîÿòåëüíî âíåñåò íåîáõîäèìûå óòî÷íåíèÿ, ïîäáåðåò íóæíûå

îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ (ëåììû). Çíàíèå �àêòîâ, íå âîøåäøèõ â ýòó ïðîãðàììó �

ýðóäèöèÿ � âñÿ÷åñêè ïðèâåòñòâóåòñÿ.

Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç âîïðîñîâ è ñóïåðâîïðîñîâ (îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé). Ñóïåðâîïðîñû â öåëîì íå ñëîæíåå

âîïðîñîâ, íî ïðî íèõ íå ðàññêàçûâàëè íà ëåêöèÿõ. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîñëå ñóïåðâîïðîñîâ íàïèñàíî

(èíîãäà), ãäå èõ ïîñìîòðåòü. Ïåðåä íà÷àëîì çà÷åòà ñäàþùèé äîëæåí ñêàçàòü, õî÷åò ëè îí, ÷òîáû åìó çàäàâàëè

ñóïåðâîïðîñû.

1. Ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ áîëüøå íåèçâåñòíûõ, ÷åì óðàâíåíèé, èìååò

íåíóëåâîå ðåøåíèå.

2. Ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íîìåðíî, ïðè÷åì ëþáûå äâà

êîíå÷íûõ áàçèñà ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

3. *Ëþáîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò áàçèñ (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé). Ëþáûå äâà áàçèñà èìåþò

îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. [Ýòî ïðîñòîå ñëåäñòâèå ëåììû Öîðíà, ñì. ëþáóþ êíèãó ïî òåîðèè ìíîæåñòâ.℄

4. Áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå (*â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîìåðíîì) âñåãäà ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà â

ïðîñòðàíñòâå.

5. �àçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïëþñ ðàçìåðíîñòü ñóììû (ëèíåéíîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ) äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ðàâíà ñóììå ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâ. *Àíàëîã ýòîé �îðìóëû â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

[Ýòî íàçûâàåòñÿ ��îðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé�, íàïèñàíî ìíîãî ãäå.℄

6. Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ åãî ìàòðèöó � èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ìàòðèöà êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

7. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåâîäèò

áàçèñ â áàçèñ.

8. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà ðàçìåðíîñòè äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñóììà ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà

è åãî àííóëÿòîðà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

9. (AB)∗ = B∗A∗
. (A∗)−1 = (A−1)∗.

10. Èçîìîð�èçì (*êàíîíè÷åñêèé) ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì è äâîéñòâåííûì ê äâîéñòâåííîìó. Ñâÿçü ìåæäó

îïåðàòîðîì è äâîéñòâåííûì ê äâîéñòâåííîìó. [Êàíîíè÷åñêèé � ïîòîìó ÷òî �óíêòîð. ×òî ýòî òàêîå

� ïîñìîòðèòå íà÷àëî êàêîãî-íèáóäü ó÷åáíèêà ïî ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðå, èëè õîòü Âèêèïåäèþ.℄

11. ßäðî äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà � àííóëÿòîð îáðàçà îïåðàòîðà, à îáðàç äâîéñòâåííîãî � àííóëÿòîð

ÿäðà îïåðàòîðà.

12. *Êàíîíè÷åñêèé èçîìîð�èçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì, äâîéñòâåííûì ê ïîäïðîñòðàíñòâó, è �àêòîðîì

äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïî àííóëÿòîðó ïîäïðîñòðàíñòâà. [Â ó÷åáíèêå Êîñòðèêèíà�Ìàíèíà åñòü

ïðî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.℄

13. f̃ ◦ g = f̃ ◦ g̃ (äëÿ à��èííûõ îòîáðàæåíèé). Îáðàòèìûå à��èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó

ïðåîáðàçîâàíèé.

14. Îòîáðàæåíèå f 7→ f̃ � ýïèìîð�èçì ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé (ò.å. ãîìîìîð�èçì, îáðàç êîòîðîãî � âñÿ

ãðóïïà). Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. *�ðóïïà à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîð�íà

ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

15. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè â ãðóïïå à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîð�åí ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íîðìàëèçàòîð ãèïåðïëîñêîñòè â ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîð�åí ãðóïïå à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

*Ñòàáèëèçàòîð íåíóëåâîãî âåêòîðà â ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîð�åí ãðóïïå à��èííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. [Â ïóíêòå 18 à��èííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà (n + 1) × (n + 1),
ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè êîòîðîé ðàâíà 1. Ýòî � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî

âåêòîð (1, 1, . . . , 1) â ñåáÿ.℄
16. Íàáîð òî÷åê � à��èííûé ðåïåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè íå ëåæàò íè â êàêîì ñîáñòâåííîì

ïîäïðîñòðàíñòâå, è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îáðàçóþò áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì

à��èííîå â êà÷åñòâå ãèïåðïëîñêîñòè.

17. Îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ à��èííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò êîý��èöèåíòû áàðèöåíòðè÷åñêîé

êîìáèíàöèè.

18. Äëÿ ëþáûõ n+1 òî÷åê ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî à��èííîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè �èêñèðîâàííîãî
à��èííîãî ðåïåðà â ýòè òî÷êè. *Ìíîæåñòâî à��èííûõ îòîáðàæåíèé èìååò ñòðóêòóðó à��èííîãî
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ïðîñòðàíñòâà, à îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðèöó (n + 1) × (n + 1),
ñîñòàâëåííóþ èç áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò îáðàçîâ òî÷åê ðåïåðà, ÿâëÿåòñÿ à��èííûì èçîìîð�èçìîì.

19. *Äëÿ ëþáîãî êâàçèà��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : Fn
→ Fn

ñóùåñòâóåò àâòîìîð�èçì ϕ : F → F ïîëÿ

F òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e ∈ Fn
è ëþáîãî ñêàëÿðà t ∈ F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(te) = ϕ(t)f(e).

[Ýòî çàäà÷à ëèñòêà 5A, ñì. òàêæå êíèãó Ïðàñîëîâà è Òèõîìèðîâà.℄

20. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè: âñÿêàÿ òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà â Rn
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé

íå áîëåå ÷åì (n+ 1) òî÷åê ìíîæåñòâà.

21. Òåîðåìà �àäîíà: ëþáûå (n+2) òî÷êè â Rn
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ

ïåðåñåêàþòñÿ.

22. Òåîðåìà Õåëëè: åñëè â êîíå÷íîì íàáîðå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rn
ëþáûå n + 1 ïåðåñåêàþòñÿ, òî

âñå ïåðåñåêàþòñÿ. *Òåîðåìà Õåëëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ìíîæåñòâ, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç

êîòîðûõ � êîìïàêò. [Çàäà÷à ëèñòêà 6.℄

23. Ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé îáúåì â Fn
ïðîïîðöèîíàëåí îïðåäåëèòåëþ.

24. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.

25. Ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷åðåç ñóììó ïî ïåðåñòàíîâêàì.

26. �àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå è ïî ñòîëáöó. Ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç îïðåäåëèòåëè.

Ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

27. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. *Êâàäðàò ìîäóëÿ

îïðåäåëèòåëÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì C ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òîãî æå

ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, íî íàä ïîëåì R. [Åñòü â êíèãå Êîñòðèêèíà è Ìàíèíà, ðàçäåë

�Êîìïëåêñè�èêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå�.℄

28. Ïðîåêòèâèçàöèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � ýïèìîð�èçì èç ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ãðóïïó

ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÿäðî êîòîðîãî ñîñòîèò èç êðàòíûõ åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà.

29. Íîðìàëèçàòîð ãèïåðïëîñêîñòè â ãðóïïå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé� ãðóïïà à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

äîïîëíåíèÿ ê ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè.

30. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ (n + 2) òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îäèí íàáîð â äðóãîé.

31. Òåîðåìà Äåçàðãà: ïðÿìûå aa′, bb′ è cc′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ab ∩ a′b′, bc ∩ b′c′ è ac ∩ a′c′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

32. *Òåîðåìà Ïàñêàëÿ: åñëè a1, . . . , a6 � òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé êîíèêå, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ a1a2 ∩ a4a5,

a2a3 ∩ a5a6 è a3a4 ∩ a1a6 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. [Çàäà÷à ëèñòêà 8; ñì. òàêæå ïóíêò 34.℄

33. Òåîðåìà Ïàïïà: åñëè òî÷êè a, b, c ëåæàò íà ïðÿìîé, à òî÷êè a′, b′, c′ � íà äðóãîé ïðÿìîé, òî òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ab′ ∩ a′b, bc′ ∩ b′c è ac′ ∩ a′c ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. *Òåîðåìà Ïàïïà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

òåîðåìû Ïàñêàëÿ.

34. *Òåîðåìà î äåâÿòè òî÷êàõ: åñëè 8 èç 9 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òðîåê ïðÿìûõ ëåæàò íà ïðîåêòèâíîé

êóáèêå (êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì P ([x0 : x1 : x2]) = 0, ãäå P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3),
òî äåâÿòàÿ òî÷êà òîæå ëåæèò íà íåé. Òåîðåìà Ïàñêàëÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î äåâÿòè òî÷êàõ. [Êàê

íè ñòðàííî, áåç ñåðüåçíûõ îøèáîê ðàññêàçàíî â Âèêèïåäèè.℄

35. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò

äâîéíîå îòíîøåíèå.

36. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèììåòðè÷åñêèìè áèëèíåéíûìè �îðìàìè è êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè� èçîìîð�èçì

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. *Ñèòóàöèÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.
37. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (ìîäóëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé)

è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

38. *Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé �îðìû: îïðåäåëåèòåëè

âñåõ óãëîâûõ ïîäìàòðèö ìàòðèöû �îðìû äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû. [Åñòü àáñîëþòíî â ëþáîì

ó÷åáíèêå ëèíåéíîé àëãåáðû.℄

39. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ �îðì íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó.

40. *Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ �îðì ê ñòàíäàðòíîìó âèäó â ïðèñóòñòâèè ïîäïðîñòðàíñòâà.

[Ñì. ëåêöèè ÍÌÓ ïî ãåîìåòðèè, âåñåííèé ñåìåñòð 2019 ãîäà. Îñòîðîæíî: ìíîãî îïå÷àòîê!℄

41. Ïðèâåäåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ �îðì ê ñòàíäàðòíîìó âèäó (ê �îðìå Äàðáó).

42. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì íàä C è R ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

43. Ïðîåêòèâíàÿ êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íàä ïîëåì C.

44. *À��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íàä ïîëåì C. [Âûòåêàåò èç êëàññè�èêàöèè �îðì â ïóíêòå 40;

ïîäïðîñòðàíñòâî � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.℄
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