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Ëèñòîê 2.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Àêñèîìà ïîëíîòû: ëþáûå äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò

ëåâåå äðóãîãî íà ÷èñëîâîé îñè, ìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âûïîëíÿ-
åòñÿ àêñèîìà ïîëíîòû.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà

√
5.

Çàäà÷à 3. Çàÿö ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðûæêàìè îäèíà-
êîâîé äëèíû, ïðè÷åì íèêîãäà íå ïîïàäàåò â ñâîé ñëåä. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò óçêèé
ðó÷ååê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàÿö íàñòóïèò ëàïîé â ðó÷åé.
Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè âî âñÿêîì èíòåð-

âàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó a, áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà E. Åñëè òî÷êà a
ïðèíàäëåæèò E è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, òî a íàçûâàåòñÿ
èçîëèðîâàííîé òî÷êîé.
Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà E, ãäå
(a) E = {tg n : n ∈ N}, (b) E = {sinn : n ∈ N},
(c) E = { {

√
2n} : n ∈ N}, (d) E = {

√
m−

√
n : m,n ∈ N}.

×åðåç {x} îáîçíà÷àåì äðîáíóþ ÷àñòü x.
Çàäà÷à 5. Èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà óäàëèëè âñå åãî èçîëèðîâàííûå òî÷êè, çàòåì

èç òîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü, îïÿòü óäàëèëè âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè è
òàê äàëåå. Âîçìîæíî ëè òàêóþ ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì
òàê, ÷òî êàæäûé ðàç íàéäåòñÿ, ÷òî óäàëèòü?
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, 1], â çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå-

÷àåòñÿ êîìáèíàöèÿ öèôð 2021, ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü â
êàæäîì èíòåðâàëå åñòü èíòåðâàë, â êîòîðîì íåò òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Çàäà÷à 7.
(a) Îáúÿñíèòå ÷åì ïëîõè ¾÷èñëà¿ âèäà a + be, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì e2 = 1?
(b) Äîêàæèòå, ÷òî íà C íåëüçÿ îïðåäåëèòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ñîãëàñîâàííûé ñ

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
(c) Âû÷èñëèòå ñóììó q sinx+ q2 sin 2x+ . . .+ qn sinnx.
Çàäà÷à 8.
(a) Êàêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè çàäàåò îòîáðàæåíèå z → Az + B, ãäå A,B ∈ C è

|A| = 1?
(b) Çàäàéòå ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ z → Az+B ïîâîðîò íà óãîë π/6 ñ öåíòðîì

â òî÷êå (1, 1).
(c) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå z → 1/z (èíâåðñèÿ) ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî âñåõ

îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè â ñåáÿ.
Çàäà÷à 9. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà:

(a) |z − a| ≤ 1, (b)
∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣ = 1, (c) |z| = sin(3ϕ), d) |z| = e−ϕ,

ãäå z = |z|(cosϕ+ i sinϕ), ϕ ∈ [0, 2π).
Çàäà÷à 10. ×åòûðå áóêàøêè, ñèäåâøèå â âåðøèíàõ êâàäðàòà, ñòàëè äâèãàòüñÿ äðóã

çà äðóãîì ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, äåðæà êóðñ íà ïðåñëåäóåìîãî. Íàðèñóéòå òðàåê-
òîðèè èõ äâèæåíèÿ. Êàêîâà äëèíà êàæäîé òðàåêòîðèè?

1


