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Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ êîìïëåêñîâ

Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ.
Êîãîìîëîãè÷åñêèì êîìïëåêñîì íàä A íàçûâàåòñÿ íàáîð îáúåêòîâ Ki ∈ A, i ∈ Z è

ìîðôèçìîâ di : Ki → Ki+1 òàêèõ, ÷òî d2 = 0 (ò.å. di+1 ◦ di = 0 ïðè âñåõ i). Ãîìîìîðôèçìû
di íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè. Êîìïëåêñ âûãëÿäèò òàê:

. . .→ K−1
d−1

−−→ K0 d0−→ K1 d1−→ K2 → . . .

Ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ èç (K, dK) â (L, dL) íàçûâàåòñÿ íàáîð ìîðôèçìîâ f
i : Ki → Li

òàêîé, ÷òî df = fd (ò.å., diL ◦ f i = f i+1 ◦ diK). Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ âûãëÿäèò òàê:

. . . // Ki−1 di−1
K //

f i−1

��

Ki
diK //

f i

��

Ki+1
di+1
K //

f i+1

��

. . .

. . . // Li−1
di−1
L // Li

diL // Li+1
di+1
L // . . .

Êàòåãîðèþ êîìïëåêñîâ íàä A ìû îáîçíà÷èì C(A), îíà àáåëåâà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî
ãîâîðèòü ïðî ïîäêîìïëåêñû, ôàêòîðêîìïëåêñû, òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñîâ.

(Êî)öèêëàìè êîìïëåêñà (K, d) íàçûâàþòñÿ îáúåêòû Zi = ker di ∈ A, (êî)ãðàíèöàìè
íàçûâàþòñÿ îáúåêòû Bi = im di−1 ∈ A. Èç-çà ñîîòíîøåíèÿ d2 = 0 èìååì Bi ⊂ Zi ⊂
Ki. (Êî)ãîìîëîãèÿìè êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ H i = Zi/Bi, ôàêòîðû öèêëîâ ïî ãðàíèöàì.
Ëþáîé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ èíäóöèðóåò ìîðôèçìû íà öèêëàõ, ãðàíèöàõ è êîãîìîëîãèÿõ,
òàì ñàìûì Zi, Bi è H i çàäàþò ôóíêòîðû C(A)→ A.

Êîìïëåêñ, ó êîòîðîãî H i = 0, íàçûâàåòñÿ òî÷íûì â i-ì ÷ëåíå. Êîìïëåêñ, âñå êîãîìî-
ëîãèè êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ òî÷íûì èëè àöèêëè÷íûì. Ìîðôèçì, èíäóöèðó-
þùèé èçîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ, íàçûâàåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìîì.

Âàæíîå ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ � äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ.

Äèàãðàììà â àáåëåâîé êàòåãîðèèK
f−→ L

g−→M íàçûâàåòñÿòî÷íîé â ÷ëåíå L, åñëè îáðàç
f ðàâåí ÿäðó g. Òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü è ïðî òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íåñêîëüêèõ

÷ëåíîâ. Òàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → K
f−→ L

g−→ M → 0 òî÷íà, åñëè f èíúåêòèâíî, g
ñþðúåêòèâíî è im(f) = ker(g). Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ òðîéêà èëè
êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ

0→ K
f−→ L

g−→M → 0.

Ìîðôèçìû f è g èíäóöèðóþò ìîðôèçìû êîãîìîëîãèé H i(K)→ H i(L)→ H i(M). Îïðåäå-
ëèì òàê íàçûâàåìûé ñâÿçûâàþùèé èëè ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì δi : H i(M)→ H i+1(K).

Ïóñòü x ∈ Zi(M) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ â H i(M). Âîçüì¼ì ëþáîé y ∈ Li òàê, ÷òî g(y) = x,
ïóñòü z = d(y) Ïîñêîëüêó g(z) = gd(y) = dg(y) = d(x) = 0, íàéä¼òñÿ t ∈ Ki+1 òàêîé, ÷òî
f(t) = z. Ïðè ýòîì fd(t) = df(t) = d(z) = dd(y) = 0, çíà÷èò è d(t) = 0. Ïîëîæèì
δ([x]) = [t] ∈ H i+1(K).

0 // Ki+2 f // Li+2

0 // Ki+1 f //

d

OO

Li+1 g //

d

OO

M i+1 // 0
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d

OO

M i //

d

OO

0

1



15.09.2020
Ëåêöèÿ 2

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñî âñÿêîé òî÷íîé òðîéêîé êîìïëåêñîâ

0→ K
f−→ L

g−→M → 0

ñâÿçàíà äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé

. . .→ H i−1(M)
δi−1

−−→ H i(K)
Hi(f)−−−→ H i(L)

Hi(g)−−−→ H i(M)
δi−→ H i+1(K)→ . . .

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî δi êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ïðîâåðüòå òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé
äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîãîìîëîãèÿõ.

Ñäâèãîì êîìïëåêñà (K, d) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ (K[1], d[1]), ãäå K[1]i = Ki+1, d[1]i =
−di+1 (îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñìåíó çíàêà!) Ñäâèã ìîðôèçìà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: f [1]i :=
f i+1. Ñäâèãè íà ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü îïðåäåëèì êîíóñ ìîðôèçìà f : K → L. Ïîëîæèì Ci = Ki+1 ⊕ Li, îïðåäåëèì
äèôôåðåíöèàëû

diC(k
i+1, li) = (−d(ki+1), f(ki+1) + d(li)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñ, îí îáîçíà÷àåòñÿ C(f) è íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ìîð-
ôèçìà f . Ïóñòü a : L → C(f) è b : C(f) → K[1] � âëîæåíèå è ïðîåêöèÿ, ýòî ìîðôèçìû
êîìïëåêñîâ. Îíè îáðàçóþò òî÷íóþ òðîéêó

0→ L
a−→ C(f)

b−→ K[1]→ 0.

Çàäà÷à 2. Ñâÿçûâàþùèå ãîìîìîðôèçìû H(K) → H(L) äëÿ óêàçàííîé òî÷íîé òðîéêè
ñîâïàäàþò ñ ãîìîìîðôèçìàìè, èíäóöèðîâàííûìè f .
Çàäà÷à 3. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ìîðôèçì f � êâàçèèçîìîðôèçì òèòòê êîíóñ f àöèêëè÷åí.

Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : K → L íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïíûì íóëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð
ìîðôèçìîâ hi : Ki → Li−1, äëÿ êîòîðûõ

f = dh+ hd,

ò.å., f i = di1hi+hi+1di. Äâà ìîðôèçìà f, g : K → L ãîìîòîïíû, åñëè èõ ðàçíîñòü ãîìîòîïíà
íóëþ. Îáîçíà÷åíèå: f ∼ g. Ãîìîòîïíûå íóëþ ìîðôèçìû îáðàçóþò èäåàë â C(A). Ïîýòîìó
êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôàêòîðêàòåãîðèÿ

H(A) := C(A)/{ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå íóëþ},

îíà íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèåé êîìïëåêñîâ. Å¼ îáúåêòû � êîìïëåêñû íàä A,
à ìîðôèçìû îïðåäåëåíû òàê:

HomH(A)(X, Y ) := HomC(A)(X, Y )/{ìîðôèçìû èç X â Y , ãîìîòîïíûå íóëþ}.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîòîïíûå íóëþ ìîðôèçìû èíäóöèðóþò íóëåâîå îòîáðàæåíèå íà
êîãîìîëîãèÿõ. Òåì ñàìûì, ôóíêòîðû êîãîìîëîãèé H i : C(A) → A ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç
ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ.

Êîìïëåêñ M íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè îí èçîìîðôåí íóëþ â ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìîðôèçì 1M ãîìîòîïåí íóëþ.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ⇔
åãî êîíóñ ñòÿãèâàåì.
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Ïóñòü K è L � êîìïëåêñû. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-
ëîæèì

Hom(K,L)i =
∏
n

Hom(Kn, Ln+i),

à äèôôåðåíöèàë di ïåðåâîäèò ñåìåéñòâî (fn) ∈ Hom(K,L)i â ñåìåéñòâî (gn) ∈ Hom(K,L)i+1,

gn = dLf
n − (−1)ifn+1dK .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåíöèàë.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî

Zi(Hom(K,L)) = HomC(A)(K,L[i]);

Bi(Hom(K,L)) = {f ∈ HomC(A)(K,L[i]) | f ãîìîòîïåí íóëþ};
H i(Hom(K,L)) = HomH(A)(K,L[i]).

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå:

Homi(K,L) := Hom(K,L[i]).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f : K → L � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ è X � ïðîèçâîëüíûé êîì-
ïëåêñ. Òîãäà ìîðôèçìû

K
f−→ L

a−→ C(f)
b−→ K[1]

èíäóöèðóþò äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãäå Hom = HomH(A)
(1)
. . .→ Homi−1(X,C(f))→ Homi(X,K)→ Homi(X,L)→ Homi(X,C(f))→ Homi+1(X,K)→ . . .

(2)
. . .← Homi+1(C(f), X)← Homi(K,X)← Homi(L,X)← Homi(C(f), X)← Homi−1(K,X)← . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ L
a−→ C(f)

b−→ K[1]→ 0.

Îíà ïî÷ëåííî ðàñùåïèìà, ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ Hom(X,−), ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

0→ Hom(X,L)→ Hom(X,C(f))→ Hom(X,K[1])→ 0.

Âû÷èñëÿÿ äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ, ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé
çàäà÷è ïîëó÷èì òî÷íîñòü (1). Òî÷íîñòü (2) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 3. Òðåóãîëüíèêîì â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà âèäà

X → Y → Z → X[1].

Ìîðôèçìîì òðåóãîëüíèêîâ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà âèäà

X //

f

��

Y //

��

Z //

��

X[1]

f [1]
��

X ′ → // Y ′ // Z ′ // X ′[1].
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Ñòàíäàðòíûì òðåóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê âèäà

K
f−→ L

a−→ C(f)
b−→ X[1],

ãäå f � íåêîòîðûé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, à ìîðôèçìû a è b áûëè îïðåäåëåíû íàìè âûøå.
Âûäåëåííûì òðåóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé ñòàíäàðòíîìó.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü K → L→M → K[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè, à X � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà ñëåäóþùèå èíäóöèðîâàííûå äëèííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ â H(A) òî÷íû:

. . .→ Homi−1(X,M))→ Homi(X,K)→ Homi(X,L)→ Homi(X,M)→ Homi+1(X,K)→ . . .

. . .← Homi+1(M,X)← Homi(K,X)← Homi(L,X)← Homi(M,X)← Homi−1(K,X)← . . .

Òåïåðü ïîñòðîèì ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîìïëåêñîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ôîðìàëüíî
îáðàòèòü âñå êâàçèèçîìîðôèçìû ìåæäó êîìïëåêñàìè. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, èñïîëüçóåòñÿ
ïîíÿòèå ëîêàëèçàöèè êàòåãîðèè ïî êëàññó ìîðôèçìîâ.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, S � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ìîðôèçìîâ â C. Ëîêàëè-
çàöèåé êàòåãîðèè C ïî S íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ C[S−1] âìåñòå ñ ôóíêòîðîì q : C → C[S−1]
òàêèå, ÷òî:

1. q ïåðåâîäèò ìîðôèçìû èç S â èçîìîðôèçìû;

2. ëþáîé ôóíêòîð φ : C → D, ïåðåâîäÿùèé S â èçîìîðôèçìû, ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç åäèí-
ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ôóíêòîð φ′ : C[S−1]→ D, ò.å. φ ∼= φ′q.

Òåîðåìà 5. Ëîêàëèçàöèÿ êàòåãîðèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó (õîòÿ ýòî è íåñëîæíî). Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, à òàêæå å¼ êîíñòðóêòèâíîå îïè-
ñàíèå. Îäíàêî ýòî îïèñàíèå âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ íåóäîáíî. Òàê, ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ
îïèñûâàåòñÿ î÷åíü íåÿâíî, è íà ïðàêòèêå òðóäíî ïðîâåðÿòü, ýêâèâàëåíòíû ëè äâà ìîðôèç-
ìà, çàäàííûå â âèäå ñëîâ. Òàêæå èç ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ íåÿñíî,
êàê îïðåäåëÿòü íà íèõ ñëîæåíèå. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ìîðôèçìû â êàòåãîðèè íå êîììóòè-
ðóþò (â îòëè÷èå îò ýëåìåíòîâ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà, ëîêàëèçöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ
ïðîñòî). Èç-çà ýòîãî äèàãðàììû ñòðåëîê, çàäàþùèå ìîðôèçìû, ïëîõî ïðèâîäÿòñÿ ê óäîá-
íîìó âèäó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïèñàíèå ìîðôèçìîâ â ëîêàëèçîâàííîé êàòåãîðèè çàìåòíî
óïðîùàåòñÿ, åñëè êëàññ S óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì, òàê íàçûâàåìûì ïðàâûì
óñëîâèÿì Îðå. Ýòè óñëîâèÿ � íåêîòîðàÿ èìèòàöèÿ êîììóòàòèâíîñòè ìîðôèçìîâ.

(Ïðàâûå) óñëîâèÿ Îðå:

1. S íàñûùåí: âñå òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû ëåæàò â S è åñëè äâà ìîðôèçìà ñðåäè
f, g, fg ëåæàò â S, òî è òðåòèé ëåæèò â S;

2. äëÿ ëþáûõ f è s, s ∈ S ñóùåñòâóþò g è t, t ∈ S, äåëàþùèå äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé:

X

f
��

Z ′
too

g

��
Z Y ;soo

4



15.09.2020
Ëåêöèÿ 2

3. åñëè äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ f1 è f2 ñóùåñòâóåò ëåâûé óðàâíèòåëü: òàêîå s ∈ S, ÷òî
sf1 = sf2, òî ñóùåñòâóåò è ïðàâûé óðàâíèòåëü: òàêîå t ∈ S, ÷òî f1t = f2t.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâûå óñëîâèÿ Îðå.
Åñëè â C âûïîëíåíû ïðàâûå óñëîâèÿ Îðå, òî ìîðôèçìû â ëîêàëèçàöèè C ïî S ìîæíî

îïèñàòü êàê ïðàâûå äðîáè âèäà fs−1: â íåêîììóòàòèâíûõ äëèííûõ äðîáÿõ âñå çíàìåíàòåëè
ìîæíî ïåðåâåñòè âïðàâî.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü S � êëàññ ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè C, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðà-
âûì óñëîâèÿì Îðå. Òîãäà ëîêàëèçàöèÿ C[S−1] äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå. Îáúåêòû �
îáúåêòû C, à ìîðôèçìû èç X â Y � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äîìèêîâ âèäà

Z
s

~~

f

  
X Y.

Äâà äîìèêà fs−1 è f ′(s′)−1 ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâ-
íàÿ äèàãðàììà ñ t, t′ ∈ S

W
t

~~

t′

  
Z

s

~~ f
**

Z ′

s′

tt

f ′

  
X Y.

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ fs−1 è gt−1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: íàéä¼ì f ′ è t′ ∈ S òàêèå, ÷òî
ft′ = tf ′, è îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ êàê (gf ′)(st′)−1:

X ′′

t′

}}

f ′

!!
W

s

~~ f !!

W ′

t||

g

!!
X Y Z.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2, ïëàí. Äëÿ íà÷àëà, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå:

1. ââåä¼ííîå îòíîøåíèå íà äîìèêàõ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè;

2. îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà t′ è f ′;

3. îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà äîìèêà â êëàññå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè;

4. êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà;

5. åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì ñëóæèò äîìèê 1X1
−1
X .
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Òåì ñàìûì, äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëåíà êàòåãîðèÿ, îáîçíà÷èì å¼ C[S−1]. Ïîñòðîèì ôóíêòîð
q èç C â C[S−1]: îáúåêò X ïåðåõîäèò â X, ìîðôèçì f : X → Y ïåðåõîäèò â äîìèê f ◦ 1−1X .

Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ôóíêòîð (ò.å. òîæäåñòâåííûå ìîð-
ôèçìû ïåðåõîäÿò â òîæäåñòâåííûå è êîìïîçèöèÿ ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ) è ÷òî îí áóäåò
ëîêàëèçàöèåé. Ïåðâîå î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî q � ëîêàëèçàöèÿ.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ s : X → Y, s ∈ S ìîðôèçì q(s) = s ◦ 1−1X � èçîìîðôèçì, îáðàòíûì ñëó-
æèò äîìèê 1X ◦s−1. Âî-âòîðûõ, ïóñòü äàí ôóíêòîð φ : C → D, îáðàùàþùèé âñå ìîðôèçìû
èç S. Ïîñòðîèì ôóíêòîð φ′ : C[S−1] → D, ÷òîáû φ = φ′ ◦ q. Íà îáúåêòàõ φ′ ñîâïàäàåò ñ φ,
íà ìîðôèçìàõ ïîëîæèì φ′(fs−1) := φ(f)φ(s)−1 (çàìåòèì, ÷òî φ(s) îáðàòèì â êàòåãîðèè
D). Òåïåðü îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà äîìèêà â êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî φ′ óâàæàåò åäèíèöû è êîìïîçèöèþ, è ÷òî φ′ åäèíñòâåííûé.

Çàäà÷à 6. Ïðîäåëàéòå âñå (èëè õîòÿ áû íåêîòîðûå) íåîáõîäèìûå ïðîâåðêè â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 6. Íàéòè, ãäå íóæíî òðåòüå óñëîâèå Îðå.

Åñëè êëàññ ìîðôèçìîâ S â àääèòèâíîé êàòåãîðèè C óäîâëåòâîðÿåò (ïðàâûì) óñëîâèÿì
Îðå, òî ìîæíî ââåñòè ñëîæåíèå íà ìîðôèçìàõ. Ïóñòü fs−1 è f ′(s′)−1 � äâà ìîðôèçìà èç
X â Y . Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè 1 è 2, èõ ìîæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, òî åñòü
ïðåäñòàâèòü â âèäå fu−1 è f ′u−1 äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S. Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó
fu−1 è f ′u−1 êàê (f + f ′)u−1.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ââåä¼ííîå ñëîæåíèå ïðåâðàùàåò C[S−1] â àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ, à
q : C → C[S−1] � â àääèòèâíûé ôóíêòîð.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü ýòî ïðåäëîæåíèå.

Âåðí¼ìñÿ ê êàòåãîðèÿì êîìïëåêñîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QIS êëàññ êâàçèèçîìîðôèçìîâ
â C(A) è H(A).

Çàìå÷àíèå 8. Â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ C(A), êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿ Îðå äëÿ QIS íå âû-
ïîëíåíû.

Çàäà÷à 8. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî óñëîâèÿ Îðå 2 è 3 íå âñåãäà âûïîë-
íåíû äëÿ êëàññà QIS â êàòåãîðèè C(A).

Îäíàêî óñëîâèÿ Îðå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïåðåéòè ê ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè
êîìïëåêñîâ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Êëàññ êâàçèèçîìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè H(A) êîì-
ïëåêñîâ íàä A óäîâëåòâîðÿåò ïðàâûì óñëîâèÿì Îðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óñëîâèå î÷åâèäíî.
Ïðîâåðèì âòîðîå, ïóñòü f : X → Z � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, à s : Y → Z � êâàçèèçî-

ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì êîíóñ C(s) è ìîðôèçì h : Z → C(s). Òåïåðü âîçüì¼ì â êà÷åñòâå
t : Z ′ → X åñòåñòâåííûé ìîðôèçì C(hf)[−1] → X. Òàê êàê s � êâàçèèçîìîðôèçì, èç
äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé, ñâÿçàííîé ñ 0→ Z → C(s)→ Y [1]→ 0,
ïîëó÷àåì, ÷òî C(s) àöèêëè÷åí. À èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé,
ñâÿçàííîé ñ 0→ (s)→ C(hf)→ X[1]→ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî t � êâàçèèçîìîðôèçì.

Òåïåðü ïîñòðîèì ìîðôèçì g : Z ′ → Y , òàêîé ÷òî sg ãîìîòîïíî ft. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2
èìååòñÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ â H(A):

. . .→ Hom(Z ′, Y )→ Hom(Z ′, Z)→ Hom(Z ′, C(s)→ . . .

Ìîðôèçì ft : Z ′ → Z ïåðåõîäèò â íîëü, òàê êàê hft ãîìîòîïíî íóëþ. Çíà÷èò, òðåáóåìûé
ìîðôèçì g íàéä¼òñÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ òðåòüå óñëîâèå Îðå.
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Çàäà÷à 9. Ïðîâåðüòå åãî.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé D(A) îò àáåëåâîé êàòåãîðèè A ìû áóäåì
íàçûâàòü ëîêàëèçàöèþ H(A) ïî êëàññó QIS êâàçèèçîìîðôèçìîâ.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 7, ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ è ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè q : H(A) → D(A)
àääèòèâíû.

Çàìå÷àíèå 11. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð C(A) → D(A) òàêæå åñòü
ëîêàëèçàöèÿ ïî QIS.
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