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Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè äëÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè A å¼ ïðîèçâîäíóþ êàòåãî-
ðèþ D(A) êàê ëîêàëèçàöèþ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì. Ñåé÷àñ
ìû èçó÷èì, êàê îíà óñòðîåíà.

Ïðîñòåéøèå êîìïëåêñû � ýòî êîìïëåêñû ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ÷ëåíîì. Äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ Z èìååòñÿ ôóíêòîð A → D(A), ñîïîñòàâëÿþùèé îáúåêòó M ∈ A êîìïëåêñ M [i],
ñ åäèíñòâåííûì ÷ëåíîì M â ñòåïåíè −i. Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíû ìîðôèçìû â ïðîèç-
âîäíîé êàòåãîðèè ìåæäó îáúåêòàìè âèäà M [i]. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå : Homi(K,L) :=
Hom(K,L[i]).

Äëÿ ýòîãî, äà è íå òîëüêî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî îáðåçàíèÿ êîìïëåê-
ñà. Ïóñòü K � êîìïëåêñ. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ τ6nK ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(τ6nK)i =


Ki ïðè i < n;

Zn(K) ïðè i = n;

0 ïðè i > n,

äèôôåðåíöèàëû òàêèå æå, êàê â K. Ýòî ïîäêîìïëåêñ â K.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèå ïðàâûå îáðåçàíèÿ τ>nK êîìïëåêñà K:

(τ>nK)i =


0 ïðè i < n;

Kn/Bn(K) ïðè i = n;

Ki ïðè i > n,

ýòî ôàêòîðêîìïëåêñ K. Áîëåå òîãî, ôàêòîð K/τ6nK êâàçèèçîìîðôåí τ>n+1K.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî τ6n, τ>n äåéñòâóþò íå òîëüêî íà îáúåêòàõ, íî è íà ìîðôèçìàõ, ò.å.

ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîðàìè. Èìåþòñÿ ìîðôèçìû ôóíêòîðîâ τ6n → IdC(A) è IdC(A) → τ>n. Äëÿ
êàæäîãî K ìîðôèçì τ6nK → K èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà i-õ êîãîìîëîãèÿõ ïðè i 6 n,
à ïðè i > n êîãîìîëîãèè τ6nK íóëåâûå. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî K ìîðôèçì K → τ>nK
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà i-õ êîãîìîëîãèÿõ ïðè i > n, à ïðè i < n êîãîìîëîãèè τ>nK
íóëåâûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðåçàíèÿ ïåðåâîäèò ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå íóëþ, â ìîðôèçìû, ãîìî-
òîïíûå íóëþ, à êâàçèèçîìîðôèçìû � â êâàçèèçîìîðôèçìû. Ïîýòîìó îáðåçàíèÿ ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ôóíêòîðîâ íà êàòåãîðèÿõ H(A) è D(A).
Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêòîð τ6n ñîïðÿæ¼í ñïðàâà ê âëîæåíèþ C6n(A) → C(A), à
ôóíêòîð τ>n ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê âëîæåíèþ C>n(A)→ C(A).

Ïðîâåðüòå, ÷òî àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ è ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü M,N ∈ A.
1. Ïðè j < 0 èìååì HomD(A)(M,N [j]) = 0.
2. Èìååì HomD(A)(M,N) = HomA(M,N), â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííûé ôóíêòîð A →

D(A) ñòðîãî ïîëîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ìîðôèçì çàäàí äîìèêîì M ← X → N [j]. Çàìåíèì åãî íà

ýêâèâàëåíòíûé äîìèê M ← τ60X
f−→ N [j]. Ïðè ýòîì (τ60X)k = 0 ïðè k > 0, à N [j]k 6= 0

òîëüêî ïðè k = −j > 0, çíà÷èò f = 0.
2. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

q : HomA(M,N)→ HomD(A)(M,N)
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� áèåêöèÿ äëÿ ëþáûõ M,N ∈ A. Åñòü òàêæå îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé
H0 : HomD(A)(M,N) → HomA(M,N), îíî îáðàòíî ê q ñëåâà: H0q = 1. Ïîêàæåì, ÷òî

qH0 = 1. Ïóñòü ìîðôèçì M → N çàäàí äîìèêîì M
s←− X

f−→ N . Ðàññìîòðèì ìîð-
ôèçì H0(fs−1) : M → N è ïîêàæåì, ÷òî äîìèê fs−1 ýêâèâàëåíòåí äîìèêó H0(fs−1)1−1M .
Äåéñòâèòåëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè êâàçèèçîìîðôèçìîâ τ60X → X è
τ60X →M .

Áîëåå èíòåðåñíî óñòðîåíû ìîðôèçìû èç M â N [j] ïðè j > 0. Îíè èçâåñòíû òàêæå êàê
ãðóïïû Ext.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ îáúåêòîâ M,N àáåëåâîé êàòåãîðèè A è i ∈ Z îïðåäåëèì

ExtiA(M,N) := HomD(A)(M,N [i]).

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ îáúåêòîâ M,N àáåëåâîé êàòåãîðèè A è i > 0 îïðåäåëèì Ext ïî
Éîíåäå

ExtiY (M,N) := {0→ N → Ki−1 → Ki−2 → . . .→ K1 → K0 →M → 0}/ ∼

êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè �äëèííûõ ðàñøèðåíèé�, ò.å. òî÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé 0→ N → Ki−1 → . . .→ K0 →M → 0 â A ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ ìîæíî ñâÿçàòü íåñêîëüêèìè ýëåìåíòàðíûìè
ýêâèâàëåíòíîñòÿìè âèäà

0 // N // Ki−1 //

��

. . . // K0
//

��

M // 0

0 // N // K ′i−1 // . . . // K ′0 //M // 0.

Ïðåäëîæåíèå 4. Îïðåäåëåíèÿ Ext ÷åðåç ìîðôèçìû â ïðîèâçîäíîé êàòåãîðèè è ïî Éîíåäå
ðàâíîñèëüíû, ò.å. èìååòñÿ áèåêöèÿ

ExtiY (M,N)
∼−→ ExtiA(M,N).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ñîïîñòàâèì âñÿêîìó ðàñøèðåíèþ

0→ N → Ki−1 → . . .→ K1 → K0
d0−→M → 0

ìîðôèçìM → N [i] â D(A), çàäàííûé äîìèêîìM d0←− [N → Kj−1 → . . .→ K0]→ N [j].

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî êîððåêòíî çàäà¼ò îòîáðàæåíèå ExtiY (M,N) → ExtiA(M,N)
è ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � áèåêöèÿ.

Îïèñàíèå Ext'îâ ÷åðåç ìîðôèçìû â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè î÷åíü óäîáíî. Èç íåãî àâ-
òîìàòè÷åñêè âèäíî, ÷òî Exti(M,N) � àáåëåâà ãðóïïà, ÷òî Ext ôóíêòîðèàëåí ïî îáîèì
àðãóìåíòàì, à òàêæå ýòî îïèñàíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè óìíîæåíèå íà Ext'àõ.

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ExtiA(M,N)× ExtjA(N,K)→ Exti+jA (M,K).

Ïóñòü f ∈ ExtiA(M,N), g ∈ ExtjA(N,K), îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå êàê êîìïîçèöèþ

M
f−→ N [i]

g[j]−−→ K[i+ j].
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Ïîëó÷èòñÿ àññîöèàòèâíàÿ áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ.
Çàäà÷à 3. a)Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ K ∈ D(A), äëÿ êîòîðîãî H i(K) = 0 ïðè i 6= 0,
êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó âèäà M [0], ãäå M ∈ A.
b)Ïóñòü K è L � êîìïëåêñû, ïðè÷¼ì H i(K) = 0 ïðè i > n, à H i(L) = 0 ïðè i < n.
Ïîêàæèòå, ÷òî HomD(A)(K,L) = 0.
c)Ïóñòü K è L � êîìïëåêñû, ïðè÷¼ì H i(K) = 0 ïðè i > n, à H i(L) = 0 ïðè i < n.
Ïîêàæèòå, ÷òî HomD(A)(K,L) = HomA(H

n(K), Hn(L)).

Â òî âðåìÿ, êàê êàòåãîðèÿ êîìïëåêñîâ C(A) íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé A àáåëåâà, êàòå-
ãîðèè H(A) è D(A) óæå íå áóäóò àáåëåâûìè. Â íèõ âîîáùå î÷åíü ìàëî èíúåêòèâíûõ è
ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçì f : X → Y â àääè-
òèâíîé êàòåãîðèè èíúåêòèâåí, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà u : U → X èç fu = 0 ñëåäóåò
u = 0.
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ èíúåêòèâåí â êàòåãîðèè H(A) òèòòê ó
íåãî åñòü ëåâûé îáðàòíûé.

Çàòî è ãîìîòîïè÷åñêàÿ, è ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèè òðèàíãóëèðîâàííû. Êàê ìû âèäå-
ëè äëÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè, â íèõ åñòü âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå èãðàþò
ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè òî÷íûõ òðîåê â àáåëåâûõ êàòåãîðèÿõ. Ñâîéñòâà ýòèõ òðåóãîëüíè-
êîâ ñîñòàâëÿþò îïðåäåëåíèå òðèíàãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè, ê êîòîðîìó ìû ïåðåõîäèì.

Ïóñòü íà êàòåãîðèè T çàäàí àâòîìîðôèçì [1] : T → T (áîëåå ïðàâèëüíî ãîâîðèòü
�àâòîýêâèâàëåíòíîñòü�, íî â ñëó÷àå êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè àâòî-
ìîðôèçì, ÷òî óïðîùàåò ôîðìóëèðîâêè). Òðåóãîëüíèêîì â T íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà âèäà
K → L→M → K[1]. Ìîðôèçìîì òðåóãîëüíèêîâ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

K //

f

��

L //

��

M //

��

K[1]

f [1]

��
K ′ // L′ //M ′ // K ′[1].

Òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ T ñ àâòîìîðôèçìîì [1] (îí íàçû-
âàåòñÿ ôóíêòîðîì ñäâèãà), â êîòîðîé âûäåëåí êëàññ òðåóãîëüíèêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

TR1. (a) Òðåóãîëüíèê X
1X−→ X → 0→ X[1] âûäåëåí;

(b) Òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé âûäåëåííîìó, âûäåëåí;

(c) Ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà

X
f−→ Y → Z → X[1].

TR2. Òðåóãîëüíèê X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåí

òðåóãîëüíèê Y
g−→ Z

h−→ X[1]
−f [1]−−−→ Y [1].

TR3. Ïóñòü ñòðîêè äèàãðàììû

X
f //

u

��

Y
g //

v

��

Z h //

w

��

X[1]

u[1]
��

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ h′ // X ′[1].

� âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè, è çàäàíû ìîðôèçìû u è v òàêèå, ÷òî vf = f ′u. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ìîðôèçì w, äåëàþùèé äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé.
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TR4. Ëþáàÿ äèàãðàììà
Y

g

��
X

f
>>

Z

äîïîëíÿåòñÿ äî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Z ′

..

1   

Y
g

  

oo X ′1oo

1

yy

X

f
==

gf // Z

>>

~~
Y ′,

1

``

NN

â êîòîðîé ñòðåëêà ñ ïîìåòêîé 1 èç A â B îáîçíà÷àåò ìîðôèçì èç A â B[1], à òðå-
óãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè (X, Y, Z ′), (Y, Z,X ′), (X,Z, Y ′) è (Z ′, Y ′, X ′) � âûäåëåííûå.
Çàìåòèì, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü ýòîé äèàãðàììû âêëþ÷àåò â ñåáÿ òî, ÷òî äâà âîç-
ìîæíûõ ìîðôèçìà èç Y â Y ′ è èç Y ′ â Y [1] ðàâíû.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî àêñèîì.
Îáúåêò Z èç àêñèîìû TR1c, äîïîëíÿþùèé ìîðôèçì f äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà,

åñòåñòâåííî íàçâàòü êîíóñîì f . Êàê ìû íèæå óâèäèì, êîíóñ îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Àêñèîìà TR3 óòâåðæäàåò, ÷òî ìîðôèçìó â êàòåãîðèè ñòðåëîê
ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçì êîíóñîâ ýòèõ ñòðåëîê. Îäíàêî, èç àêñèîì íå ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñîîò-
âåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì � ìîðôèçì ìåæäó êîíóñàìè â àêñèîìå TR3 îïðåäåë¼í íå
îäíîçíà÷íî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî � îäèí èç íåäîñòàòêîâ àêñèîìàòèêè òðèàíãóëèðîâàííûõ
êàòåãîðèé.

Àêñèîìà TR4 íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé îêòàýäðà. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðîìîçäêîñòü,
å¼ ñìûñë ìîæíî âûðàçèòü îäíîé ôðàçîé:

êîíóñ gf åñòü êîíóñ ìîðôèçìà ìåæäó êîíóñàìè f è g.

Äèàãðàììà îêòàýäðà èç ôîðìóëèðîâêè ýòîé àêñèîìû ñòðîèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, çà èñêëþ-
÷åíèåì äâóõ ñòðåëîê Z ′ → Y ′ è Y ′ → X ′, ñâîéñòâà êîòîðûõ è ïîñòóëèðóþòñÿ.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîáðàíû â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Òîãäà

1. Êîìïîçèöèè gf, hg, f [1]h ðàâíû íóëþ.

2. Ïî âñÿêîìó òðåóãîëüíèêó X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1) . . .→ Z[−1] −h[−1]−−−−→ X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

−f [1]−−−→ Y [1]
−g[1]−−−→ Z[1]

−h[1]−−−→ X[2]
f [2]−−→ . . . ,

â êîòîðîé ëþáîé ôðàãìåíò äëèíû 3 � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Òåì ñàìûì, âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà ðàâíîïðàâíû.
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3. Åñëè U � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

. . .→ Hom−1(U,Z)→ Hom(U,X)→ Hom(U, Y )→ Hom(U,Z)→ Hom1(U,X)→ . . .

è

. . .← Hom1(Z,U)← Hom(X,U)← Hom(Y, U)← Hom(Z,U)← Hom−1(X,U)← . . . ,

ïîëó÷åííûå ïðèìåíåíèåì ôóíêòîðîâ Hom(U,−) è Hom(−, U) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(1), òî÷íû.

4. Åñëè â àêñèîìå TR3 ìîðôèçìû u è v � èçîìîðôèçìû, òî è w � èçîìîðôèçì.

5. Â àêñèîìå TR1ñ îáúåêò Z îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî àêñèîìå TR2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî gf = 0. Ðàñ-
ñìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
1X //

1X
��

X //

f

��

0 //

��

X[1]

1X [1]

��
X

f // Y
g // Z

h // X[1].

Ïî àêñèîìå TR3 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì 0→ Z (íóëåâîé), äåëàþùèé å¼ êîììóòàòèâíîé.
Ýòî è çíà÷èò, ÷òî gf = 0.

2. Ñëåäóåò èç TR2.

3. Ïðîâåðèì òî÷íîñòü ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî îíà � êîì-
ïëåêñ. Äîêàæåì, ÷òî îí òî÷åí, ñîãëàñíî TR2, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñðåäíèé ÷ëåí.
Ïóñòü t : U → Y è gt = 0. Ñíîâà ðàññìîòðèì äèàãðàììó

U
1U //

t′

��

U //

t

��

0 //

��

U [1]

X
f // Y

g // Z // X[1].

Â íåé ñðåäíèé êâàäðàò êîììóòàòèâåí ïî ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷èò ïî TR3 íàéä¼òñÿ
t′, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâåí ëåâûé êâàäðàò, ò.å. t = ft′.

4. Ïîêàæåì, ÷òî w èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû íà Hom(U,−) ïðè âñåõ U . Ïðèìåíèì
Hom(U,−) ê äèàãðàììå èç TR3, ïîëó÷èì äèàãðàììó

Hom(U,X)
f //

u

��

Hom(U, Y )
g //

v

��

Hom(U,Z) h //

w

��

Hom(U,X[1])

u[1]
��

f [1] // Hom(U, Y [1])

v[1]
��

Hom(U,X ′)
f ′ // Hom(U, Y ′)

g′ // Hom(U,Z ′) h′ // Hom(U,X ′[1])
f [1] // Hom(U, Y ′[1]),

â êîòîðîé ñòðîêè � òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïóíêòó 3, à âñå âåðòèêàëüíûå
ñòðåëêè, êðîìå ñðåäíåé, � èçîìîðôèçìû. Äèàãðàììíûé ïîèñê ïîêàçûâàåò, ÷òî è
ñðåäíÿÿ ñòðåëêà áóäåò èçîìîðôèçìîì (ýòîò ôàêò íîñèò íàçâàíèå 5-ëåììû). Îòñþäà
ïî ëåììå Éîíåäû ñëåäóåò, ÷òî è ñàì ìîðôèçì w � èçîìîðôèçì.
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5. Ñëåäóåò èç àêñèîìû TR3 è ïóíêòà 4.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â k-ëèíåéíîé òðèàíãó-

ëèðîâàííîé êàòåãîðèè, è λ, µ, ν ∈ k∗. Òîãäà òðåóãîëüíèê X
λf−→ Y

µg−→ Z
νh−→ X[1] âûäåëåí,

åñëè λµν = 1.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Òîãäà h = 0 òèòòê f

èìååò ëåâûé îáðàòíûé òèòòê g èìååò ïðàâûé îáðàòíûé.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îñíîâíîìó ôàêòó ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè � ïîêàæåì, ÷òî ãîìîòîïè÷å-
ñêàÿ êàòåãîðèÿ êîìïëåêñîâ òðèàíãóëèðîâàííà. Êàê è ðàíüøå, ìû íàçûâàåì òðåóãîëüíèê
â H(A) âûäåëåííûì, åñëè îí èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó, ò.å. èìåþùåìó âèä

X
f−→ Y

a−→ C(f)
b−→ X[1], ãäå f � ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, à a è b � âëîæåíèå

ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî è ïðîåêöèÿ íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, à H(A) � ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãî-
ðèè êîìïëåêñîâ íàä A. Òîãäà êàòåãîðèÿ H(A) ñ îïðåäåë¼ííûì âûøå êëàññîì âûäåëåííûõ
òðåóãîëüíèêîâ è îáû÷íûì ôóíêòîðîì ñäâèãà êîìïëåêñîâ òðèàíãóëèðîâàííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìà TR1c âûïîëíåíà ïî îïðåäåëåíèþ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ,

TR1b î÷åâèäíà. TR1a ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê 0 → X
1X−→ X → 0 ñòàíäàðòíûé,

è àêñèîìû TR2.
Äîêàæåì TR2. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå öèëèíäðà ìîðôèçìà. Ïóñòü f : X → Y

� ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê X
f−→ Y

a−→ C(f)
b−→ X[1],

à òàêæå òðåóãîëüíèê C(f)[−1] −b[−1]−−−−→ X
f−→ Y

a−→ C(f). Îïðåäåëèì öèëèíäð f êàê êîíóñ
ìîðôèçìà −b[−1] : C(f)[−1]→ X:

Cyl(f) := C(−b[−1]).

Ëåììà 7. Òðåóãîëüíèê C(f)[−1] −b[−1]−−−−→ X
f−→ Y

a−→ C(f) èçîìîðôåí â ãîìîòîïè÷åñêîé

êàòåãîðèè ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó C(f)[−1] −b[−1]−−−−→ X → Cyl(f)→ C(f).

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå ýòó ëåììó: íàïèøèòå ÿâíî ôîðìóëó äëÿ ÷ëåíîâ è äèôôåðåíöèàëà
â öèëèíäðå, îïðåäåëèòå ìîðôèçìû Y → Cyl(f), Cyl(f) → Y è ïðîâåðüòå, ÷òî îíè äàþò
èçîìîðôèçì óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ â H(A).

Òåïåðü ïðîâåðèì àêñèîìó TR2 â H(A). Ïóñòü òðåóãîëüíèê X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

âûäåëåí, òîãäà îí èçîìîðôåí òðåóãîëüíèêó X
f−→ Y

a−→ C(f)
b−→ X[1], à

(2) Z[−1] −h[−1]−−−−→ X
f−→ Y

g−→ Z

èçîìîðôåí

(3) C(f)[−1] −b[−1]−−−−→ X
f−→ Y

a−→ C(f).

Ïî ëåììå 7, òðåóãîëüíèê (3) âûäåëåí, çíà÷èò è (2) âûäåëåí.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî �ñäâèã âëåâî� âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà âûäåëåí. ×òîáû ïðîâåðèòü

ïðî ñäâèã âïðàâî, ñäåëàåì äâà ðàçà ñäâèã âëåâî. Îñòàíåòñÿ ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå: òðå-

óãîëüíèê X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] âûäåëåí òèòòê òðåóãîëüíèê X[1]

−f [1]−−−→ Y [1]
−g[1]−−−→ Z[1]

−h[1]−−−→
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X[2] âûäåëåí, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî C(f)[1] ∼= C(−f [1]) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà
êîìïëåêñîâ f , è çàäà÷è 5.

Ïðîâåðèì àêñèîìó TR3. Ýòî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü äëÿ ñòàíäàðòíûõ âûäåëåííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ò.å., íåîáõîäèìî ïî êîììóòàòèâíîé â H(A) äèàãðàììå

K
f //

u
��

L

v
��

K ′
f ′ // L′

ïîñòðîèòü êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó K
f //

u

��

L
g //

v

��

C(f) h //

w

��

K[1]

u[1]

��
K ′

f ′ // L′
g′ // C(f ′) h′ // K[1].

Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü: ìîðôèçìû vf è f ′u ãîìîòîïíû, ïóñòü vf = f ′u + dh + hd, ãäå
hi : Ki → (L′)i−1 � íàáîð ìîðôèçìîâ.
Çàäà÷à 8. Ïîñòðîéòå ìîðôèçì êîìïëåêñîâ w : C(f) → C(f ′), ïðîâåðüòå, ÷òî äâà ïðàâûå
êâàäðàòà êîììóòèðóþò.
Çàäà÷à 9. Ïðîâåðüòå àêñèîìó TR4 â H(A).

Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ òðèàíãóëèðîâàííà, çàêîí-
÷åíî.

Òåïåðü ââåä¼ì òðèàíãóëèðîâàííóþ ñòðóêòóðó íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè D(A) îò àáå-
ëåâîé. Â êà÷åñòâå ôóíêòîðà ñäâèãà âîçüì¼ì îáû÷íûé ñäâèã êîìïëåêñîâ, âûäåëåííûì
òðåóãîëüíèêîì íàçîâ¼ì òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé (â D(A)) ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó
K → L→ C(f)→ K[1].

Ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòè äàííûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè,
óäîáíî â îáùåì êîíòåêñòå ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, S � êëàññ ìîðôèçìîâ â T , óäîâëåòâîðÿþùèé
(ïðàâûì) óñëîâèÿì Îðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

* S[1] = S,

** åñëè â TR3 ìîðôèçìû u è v ëåæàò â S, òî w ìîæíî âûáðàòü òàêæå ëåæàùèì â S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q : T → T [S−1] ëîêàëèçàöèþ. Ââåä¼ì ñäâèã íà ëîêàëèçîâàííîé êàòå-
ãîðèè T [S−1]: ôóíêòîð q ◦ [1]T ïåðåâîäèò S â èçîìîðôèçìû (â ñèëó óñëîâèÿ *) è ïî
îïðåäåëåíèþ ëîêàëèçàöèè ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûé ôóíêòîð ñäâè-
ãà [1]T [S−1] : T [S−1]→ T [S−1]. Áîëåå ÿâíî: ñäâèã â T [S−1] òàêîé æå, êàê è â T íà îáúåêòàõ,
fs−1)[1] = f [1](s[1])−1 íà ìîðôèçìàõ. Îïðåäåëèì âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â T [S−1] êàê
òðåóãîëüíèêè, èçîìîðôíûå òðåóãîëüíèêó âèäà q(X → Y → Z → X[1]), ãäå X → Y →
Z → X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â T .

Ïðåäëîæåíèå 8. Êàòåãîðèÿ T [S−1] ñ ââåä¼ííûìè âûøå ôóíêòîðîì ñäâèãà è âûäåëåí-
íûìè òðåóãîëüíèêàìè òðèàíãóëèðîâàííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿòü íóæíî òðè àêñèîìû: TR1c, TR3 è TR4.
**
Ïðîâåðèì TR1c. Ïóñòü ìîðôèçì X → Y çàäàí äîìèêîì X

s←− X ′
f−→ Y . Äîïîëíèì f

â T äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X ′
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X ′[1]. Äèàãðàììà

X ′
f //

s

��

Y
g // Z h // X ′[1]

s[1]
��

X
fs−1

// Y
g // Z

s[1]h // X[1]
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ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåóãîëüíèê X
fs−1

−−−→ Y
g−→ Z

s[1]h−−→ X[1] òàêæå âûäåëåí.
Ïðîâåðèì TR3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè, ôèãóðèðóþùèå â ôîð-

ìóëèðîâêå � ñòàíäàðòíûå, à ìîðôèçìû X → X ′ è Y → Y ′ çàäàíû äîìèêàìè X
s←− X ′′

u−→
X ′ è Y

t←− Y ′′
v−→ Y ′. Äàëåå, çàìåíÿÿ äîìèê X

s←− X ′′
u−→ X ′ íà ýêâèâàëåíòíûé, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f ′′ : X ′′ → Y ′′ òàêîé, ÷òî vf ′′ = f ′u è tf ′′ = fs. Äîïîëíèì

f ′′ äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X ′′
f ′′−→ Y ′′

g′′−→ Z ′′
h′′−→ X ′′[1]. Ïî àêñèîìå TR3 ñóùåñòâóþò

ìîðôèçìû âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, çàìûêàþùèå äèàãðàììó

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

X ′′
f ′′ //

u

��

s

OO

Y ′′
g′′ //

v

��

t

OO

Z ′′
h′′ //

w

��

r

OO

X ′′[1]

u[1]

��

s[1]

OO

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′
h′ // X ′[1].

Ïðè÷¼ì r ìîæíî âûáðàòü ëåæàùèì â S ïî óñëîâèþ **. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìîðôèçì
wr−1 : Z → Z ′ áóäåò èñêîìûì.

Ïðîâåðèì TR4. Ïóñòü äàíà ïàðà ìîðôèçìîâ fs−1 : X → Y è gt−1 : Y → Z. Ïîñòðîèì
èçîìîðôíóþ åé ïàðó ìîðôèçìîâ f ′ è g, ïðèøåäøèõ èç T : ðàññìîòðèì äèàãðàììó

X ′′
f ′ //

t′

��

Y ′
g //

t
��

Z

X ′
f //

s
��

Y

X
fs−1

// Y
gt−1

// Z

.

Äëÿ ïàðû f ′ è g òðåáóåìàÿ äèàãðàììà îêòàýäðà ñóùåñòâóåò ïî àêñèîìå TR4 äëÿ T . Çíà÷èò,
îíà ñóùåñòâóåò è äëÿ èñõîäíîé ïàðû.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè A êàòåãîðèÿ D(A) òðèàíãóëèðîâàííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ êâàçèè-
çîìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì * è **. Äëÿ óñëîâèÿ *
ýòî î÷åâèäíî, óñëîâèå ** ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
êîãîìîëîãèÿõ è 5-ëåììû.

Ñôîðìóëèðóåì îòäåëüíî óòâåðæäåíèå, êîòîðûì áóäåò ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü X → Y → Z → X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â D(A). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî êîìïëårñà U èìåþòñÿ äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ â D(A)

. . .→ Hom−1(U,Z)→ Hom(U,X)→ Hom(U, Y )→ Hom(U,Z)→ Hom1(U,X)→ . . .

è

. . .← Hom1(Z,U)← Hom(X,U)← Hom(Y, U)← Hom(Z,U)← Hom−1(X,U)← . . .
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Íàêîíåö, îáúÿñíèì, ÷òî âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè äåéñòâèòåëüíî çàìåíÿþò òî÷íûå
òðîéêè. À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî

Ïðåäëîæåíèå 11. Ëþáàÿ òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ 0→ K
f−→ L

g−→M → 0 äîïîëíÿåò-

ñÿ äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà K
f−→ L

g−→M → K[1] â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äèàãðàììà K
f−→ L

g−→ M èçîìîðôíà â ïðî-

èçâîäíîé êàòåãîðèè äèàãðàììå K
f−→ L

a−→ C(f) (êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ äî ñòàíäàðòíî-
ãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà). Çàäàäèì ìîðôèçì êîìïëåêñîâ u : C(f) → M ðàâåíñòâîì
u(l, k) := g(l). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî u � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ è âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòà-
òèâíóþ äèàãðàììó

K
f // L

a // C(f) b //

u

��

K[1]

K
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// K[1].

Íàïèñàâ äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüñòè êîãîìîëîãèé, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî u � êâà-
çèèçîìîðôèçì. Îïðåäåëèì ìîðôèçì M → K[1] êàê bu−1. Òåïåðü âèäíî, ÷òî íèæíèé òðå-
óãîëüíèê âûäåëåííûé êàê èçîìîðôíûé ñòàíäàðòíîìó.

Çàäà÷à 10. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì u � êâàçèèçîìîðôèçì.
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