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Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì

Ïîìèìî ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè D(A) âñåõ êîìïëåêñîâ íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé A, ðàñ-
ñìàòðèâàþò òàêæå îãðàíè÷åííûå âåðñèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(A), C+(A), C−(A) ñîîòâåò-
ñòâåííî êàòåãîðèè îãðàíè÷åííûõ, îãðàíè÷åííûõ ñëåâà, îãðàíè÷åííûõ ñïðàâà êîìïëåêñîâ
íàä A. Èìååì ñòðîãî ïîëíûå âëîæåíèÿ

Cb(A) //

��

C+(A)

��
C−(A) // C(A).

Àíàëîãè÷íî èìåþòñÿ ñòðîãî ïîëíûå âëîæåíèÿ ãîìîòîïè÷åêèõ êàòåãîðèé

Hb(A) //

��

H+(A)

��
H−(A) //H(A).

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ∗ = b,+ èëè−, îïðåäåëèìD∗(A) êàê ëîêàëèçàöèþ êàòåãîðèèH∗(A)
ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì.

Êàê è äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàçèèçîìîðôèç-
ìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Îðå, ñîãëàñîâàíû ñ òðèàíãóëèðîâàííîé ñòðóêòóðîé íà H∗(A)
è ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè H∗(A)→ D∗(A) ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòå-
ãîðèÿìè. Ìîæíî îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííûå âåðñèè ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè è ïî-äðóãîìó,
êàê ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè â D(A).
Çàäà÷à 1. Èìåþòñÿ ñòðîãî ïîëíûå ôóíêòîðû

Db(A) //

��

D+(A)

��
D−(A) // D(A).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D∞,b(A) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â D(A), ñîñòîÿùóþ èç êîìïëåêñîâ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîãîìîëîãèé.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâåííûé îáðàç ôóíêòîðà Db(A)→ D(A) åñòü D∞,b(A).
Ïóñòü òåïåðü A � í¼òåðîâî êîëüöî, à ∗ ∈ {b,+,−, ∅}. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíûå

êàòåãîðèè D∗(Mod−A) è D∗(mod−A). Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Db
fg(Mod−A) ⊂ Db(Mod−A)

ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ èç êîìïëåêñîâ ñ êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûìè êîãîìîëîãèÿìè.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � í¼òåðîâî êîëüöî è M ∈ Db
fg(Mod−A) � êîìïëåêñ. Ïîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäêîìïëåêñ M ′ ⊂M , ÷òî M ′ ∈ Db(mod−A) è M ′ êâàçèèçîìîðôåí M .

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Db(mod−A)→ Db(Mod−A) ñòðîãî ïîëîí, åãî
ñóùåñòâåííûé îáðàç åñòü Db

fg(Mod−A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 3. Äëÿ ïðîâåðêè ïåðâî-
ãî èñïîëüçóéòå îïèñàíèå ìîðôèçìîâ ÷åðåç êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äîìèêîâ è îïÿòü æå
çàäà÷ó 3.
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Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷íûì ôóíêòîðîì ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè íàçûâà-
þòñÿ òàêèå àääèòèâíûé ôóíêòîð F : T1 → T2 âìåñòå ñ ôèêñèðîâàííûì èçîìîðôèçìîì
ε : F ◦ [1]T1 → [1]T2 ◦ F , ÷òî äëÿ ëþáîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà

X → Y → Z
h−→ X[1]

â T1 òðåóãîëüíèê
F (X)→ F (Y )→ F (Z)

h′
−→ F (X)[1]

âûäåëåí â T2, ãäå ìîðôèçì h′ åñòü êîìïîçèöèÿ F (Z)
F (h)−−→ F (X[1]T1)

ε(X)−−→ F (X)[1]T2 . Ãîâîðÿ
ïðîùå, òî÷íûé ôóíêòîð � ýòî ôóíêòîð, ñîõðàíÿþùèé ñäâèã è âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè.

Èçâåñòíûé íàì ïðèìåð òî÷íîãî ôóíêòîðà � ëîêàëèçàöèÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãî-
ðèè ïî õîðîøåìó êëàññó ìîðôèçìîâ, íàïðèìåð H(A)→ D(A).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé, åñëè îíà çàìêíóòà îòíîñè-
òåëüíî èçîìîðôèçìîâ: ëþáîé îáúåêò, èçîìîðôíûé îáúåêòó ïîäêàòåãîðèè, òàêæå â íåé
ñîäåðæèòñÿ. Äëÿ ëþáîé ïîäêàòåãîðèè ìîæíî ðàññìîòðåòü å¼ ñòðîãîå çàìûêàíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëíàÿ ñòðîãàÿ ïîäêàòåãîðèÿ T ′ ⊂ T òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëèðîâííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî X ∈ T ′ âåðíî X[1], X[−1] ∈ T ′, è äëÿ ëþ-
áîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà, äâå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â T ′, òðåòüÿ âåðøèíà òàêæå
ëåæèò â T ′. Ïîëíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãàÿ) ïîäêàòåãîðèÿ T ′ ⊂ T òðèàíãóëèðîâàííàÿ,
åñëè òàêîâî ñòðîãîå çàìûêàíèå T ′. Ãîâîðÿ ïðîùå, òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ � ýòî
ïîäêàòåãîðèÿ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è âçÿòèÿ êîíóñîâ.

Çàäàíèå òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ òî÷íîãî ñòðîãî ïîë-
íîãî ôóíêòîðà ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîäêàòåãîðèÿ T ′ ⊂ T òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ òîë-

ñòîé, åñëè T ′ ïîëíàÿ, ñòðîãàÿ (ò.å., çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ) è èäåìïî-
òåíòíî çàìêíóòàÿ: èç F ⊕ F ′ ∈ T ′ ñëåäóåò F, F ′ ∈ T ′.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð (ñóùåñòâåííî) íå òîëñòîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü k � ïîëå, T = Db(mod−k) è

T ′ = {X |
∑
i

dimH i(X)
...2} ⊂ T .

Òîãäà T ′ òðèàíãóëèðîâàííà (ñì. ÄÒÏ â êîãîìîëîãèÿõ, ñâÿçàííóþ ñ âûäåëåííûì òðåóãîëü-
íèêîì), íå íå òîëñòàÿ: k /∈ T ′, íî k⊕ k ∈ T ′.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X � êîìïëåêñ íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé A. X íàçûâàåòñÿ h-

ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà Y èìååì HomH(A)(X, Y ) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

hProj(A) ⊂ H(A)

ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ h-ïðîåêòèâíûõ êîìïëåêñîâ íàä A.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïîäêàòåãîðèÿ hProj(A) ⊂ H(A) òîëñòàÿ è çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìûõ ñóìì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî hProj(A) çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî èäåìïîòåíòîâ è ïðÿìûõ ñóìì,
î÷åâèäíî. Òî, ÷òî îíà òðèàíãóëèðîâàííà, ñëåäóåò èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
HomH(A)(−, Y ) äëÿ äàííîãî àöèêëè÷íîãî Y .

Êñòàòè, ÷òîáû ãîâîðèòü î (áåñêîíå÷íûõ) ïðÿìûõ ñóììàõ â êàòåãîðèÿõ êîìïëåêñîâ,
ïîëåçíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Xi, i ∈ I � êîìïëåêñû íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé A, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò
ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå ñóììû. Îïðåäåëèì ⊕iXi êàê ïî÷ëåííóþ ïðÿìóþ ñóììó êîìïëåêñîâ.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ⊕Xi ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé (ò.å. êîïðîèçâåäåíèåì) â êàòåãîðèÿõ C(A)
è H(A).
b)Ïóñòü â A ïðÿìûå ñóììû òî÷íûå (íàïðèìåð, A = Mod−A äëÿ êîëüöà A). Òîãäà ⊕Xi

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé â êàòåãîðèè D(A).

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü X ∈ hProj(A). Òîãäà

1. Ëþáîé êâàçèèçîìîðôèçì s : Y1 → Y2 èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

HomH(A)(X, Y1)→ HomH(A)(X, Y2).

2. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà Y èìååì

HomH(A)(X, Y ) ∼= HomD(A)(X, Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîïîëíèì s äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà Y1 → Y2 → C(s) → Y1[1].
Êîìïëåêñ C(s) áóäåò àöèêëè÷åí, çíà÷èòHomi

H(A)(X,C(s)) = 0. Ïðèìåíÿÿ ÄÒÏ èçHomH(A)(X,−)
ê óêàçàííîìó òðåóãîëüíèêó, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

2. Ïóñòü åñòü êâàçèèçîìîðôèçì s : X ′ → X. Èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ êâà-
çèèçîìîðôèçì t : X → X ′, òàê ÷òî st = 1X â H(A). Îòñþäà è èç îïèñàíèÿ ìîðôèçìîâ â
D(A) ÷åðåç äîìèêè âñ¼ ñëåäóåò � ëþáîé äîìèê ñ íà÷àëîì â X ìàæîðèðóåòñÿ äîìèêîì
âèäà f1−1X .

Ñëåäñòâèå 10. Êîìïîçèöèÿ âëîæåíèÿ è ëîêàëèçàöèè

hProj(A) ⊂−→ H(A)→ D(A)

ñòðîãàÿ è ïîëíàÿ.

Íî íàñêîëüêî ìíîãî h-ïðîåêòèâíûõ êîìïëåêñîâ? Çàâèñèò îò àáåëåâîé êàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü P ∈ C−(A) � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ïðîåêòèâíûõ

îáúåêòîâ. Òîãäà P h-ïðîåêòèâåí.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå ýòî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå � âðó÷íóþ ïîñòðîéòå ãîìîòîïèþ íóëþ
ëþáîãî ìîðôèçìà èç P â àöèêëè÷íûé êîìïëåêñ.

Îãðàíè÷åííûå ñïðàâà êîìïëåêñû ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ � îñíîâíîé ïðèìåð h-ïðîåêòèâíûõ
êîìïëåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ãîâîðÿò, ÷òî â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ
îáúåêòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî M ∈ A ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíûé P ∈ A è ñþðúåêöèÿ P →M .

Ïðèìåð 13. Ïóñòü A � êîëüöî, òîãäà âMod−A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ.
Åñëè A í¼òåðîâî, òî è â mod−A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî êîìïëåêñà X ∈ C−(A) ñóùåñòâóåò êîìïëåêñ P ∈ C−(A) èç ïðîåêòèâíûõ ÷ëåíîâ è

êâàçèèçîìîðôèçì P → X.

Òàêîé êîìïëåêñ P íàçûâàþò ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé êîìïëåêñà X.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 14, øàã çà øàãîì ïîñòðîèâ ðåçîëüâåíòó.

Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà îãðàíè÷åíèå

ôóíêòîðà èç ñëåäñòâèÿ 10

hProj−(A)→ D−(A)

� ýêâèâàëåíòíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hProj−,b(A) ⊂ hProj−(A) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ

èç êîìïëåêñîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîãîìîëîãèé. Òîãäà èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

hProj−,b(A)→ Db(A).

Ñôîðìóëèðóåì åù¼ ðàç ïðèìåðíî òî æå ñàìîå, ìàêñèìàëüíî êîíêðåòíî.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü A � êîëüöî, X, Y ∈ C(Mod−A) � êîìïëåêñû, X îãðàíè÷åí ñïðàâà.

Âûáåðåì êâàçèèçîìîðôèçì P → X, ãäå P � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ïðîåêòèâíûõ

ìîäóëåé. Òîãäà

HomD(Mod−A)(X, Y ) ∼= HomH(Mod−A)(P, Y ).

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü A � êîëüöî. Äëÿ ëþáîãî X ∈ C(Mod−A) ñóùåñòâóåò h-ïðîåêòèâíûé

êîìïëåêñ P è êâàçèèçîìîðôèçì P → X. Êàê ñëåäñòâèå, èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü

hProj(Mod−A)→ D(Mod−A).

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ãîìîòîïè÷åñêîãî êîïðåäåëà, ìû âûíóæäåíû îòêà-
çàòü ñåáå â óäîâîëüñòâèè åãî ïðèâåñòè.

Ìû õîòåëè áû ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíîé k-àëãåáðû A êàòåãîðèÿ

T = Db(mod−A)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì Êðóëëÿ-Øìèäòà. Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïåðâîé ëåêöèè,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äâå âåùè:

1. ïðîñòðàíñòâà HomT (X, Y ) êîíå÷íîìåðíû äëÿ âñåõ X, Y ∈ T ,

2. êàòåãîðèÿ T èäåìïîòåíòíî çàìêíóòà.

Ïåðâîå íåòðóäíî âûâåñòè èç ñëåäñòâèÿ 16. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷ëåíû êîìïëåêñîâ P è Y
êîíå÷íîìåðíû è

HomH(mod−A)(P, Y ) � ôàêòîð íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â ⊕i Homk(P
i, Y i),

ãäå ñóììà êîíå÷íà, òàê êàê Y êîíå÷åí.
Íàïðîòèâ, ïðîâåðèòü èäåìïîòåíòíóþ çàìêíóòîñòü êàòåãîðèè T (è âîîáùå ëþáîé òðè-

àíãóëèðîâííîé êàòåãîðèè) â ëîá íå ïîëó÷èòñÿ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé çàìå-
÷àòåëüíîé òåîðåìîé, êîòîðóþ ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà (îíî òàêæå îñíîâàíî íà ãîìî-
òîïè÷åñêîì êîïðåäåëå).
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Òåîðåìà 18. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíàÿ

ïðÿìàÿ ñóììà ⊕i∈ZX îáúåêòà X ñ ñîáîé. Òîãäà ëþáîé èäåìïîòåíò e : X → X ðàñùåïëÿ-

åòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 19. Òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ íàçûâàþò êàðóáèåâîé, åñëè îíà èäåì-
ïîòåíòíî çàìêíóòà, ò.å. â íåé ëþáîé èäåìïîòåíò ðàñùåïëÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 20. Ëþáàÿ òîëñòàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàðóáèåâîé êàòåãîðèè êàðóáèåâà.

Èç òåîðåìû 18 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 21. Äëÿ ëþáîãî êîëüöà ëþáîé âàðèàíò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè D∗(Mod−A)
êàðóáèåâ.

À èç íåãî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 22. Äëÿ ëþáîãî í¼òåðîâà êîëüöà êàòåãîðèÿ Db(mod−A) êàðóáèåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2 êàòåãîðèÿ Db(mod−A) ýêâèâàëåíòíà
Db

fg(Mod−A). Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü òîëñòàÿ (î÷åâèäíî) ïîäêàòåãîðèÿ êàðóáè-

åâîé êàòåãîðèè Db(Mod−A).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì êàòåãîðèþ ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ. Ïóñòü A � êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 23. Ñòðîãèì ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé êîìïëåêñ
èç êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé. Ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ
ëþáîé êîìïëåêñ, êâàçèèçîìîðôíûé ñòðîãîìó ñîâåðøåííîìó êîìïëåêñó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Perf(A) ⊂ H(Mod−A) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ, îáðàçîâàííóþ ñòðîãè-
ìè ñîâåðøåííûìè êîìïëåêñàìè. Ýòî òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ! Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Perf(A) ⊂ D(Mod−A) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ, îáðàçîâàííóþ ñîâåðøåííûìè êîìïëåêñàìè,
îíà òàêæå òðèàíãóëèðîâàííà.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 è ñëåäñòâèÿ 10 âûòåêàåò, ÷òî ñòðîãèå ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû h-
ïðîåêòèâíû è ÷òî êàòåãîðèè Perf(A) è Perf(A) ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, åñëè A í¼òåðî-
âî, òî ñòðîãèå ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû ëåæàò â Cb(mod−A) è ìîæíî îïðåäåëèòü Perf(A)
êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ â Db(mod−A), îíà ýêâèâàëåíòíà ââå-
ä¼ííîé âûøå.

Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü êîëüöî A í¼òåðîâî. Òîãäà ñëåäóþùèå ïîêàòåãîðèè Db(mod−A)
ñîâïàäàþò:

1. Perf(A);

2. 〈A〉 � íàèìåíüøàÿ òîëñòàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â Db(mod−A), ñîäåðæàùàÿ A;

3. êàòåãîðèÿ T := {X | pdX < ∞} ⊂ Db(mod−A) îáúåêòîâ êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé

ðàçìåðíîñòè. Óñëîâèå pdX <∞ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n0 è ëþáûõ n > n0,

M ∈ mod−A èìååì Homn
Db(mod−A)(X,M) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì, ÷òî Perf(A) ⊂ 〈A〉. Äåéñòâèòåëüíî, â 〈A〉 ëåæàò
âñå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ñâîáîäíûå ìîäóëè, à çíà÷èò è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïðîåê-
òèâíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, òàì ëåæàò è âñå ñòðîãî ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû (ïðîâåðÿåòñÿ
ðàçðåçàíèåì èõ íà îòäåëüíûå ÷ëåíû).
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Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì, ÷òî 〈A〉 ⊂ T . Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîäêàòåãî-
ðèÿ T òîëñòàÿ è ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ìîäóëü A. Çíà÷èò, îíà ñîäåðæèò è 〈A〉 ïî îïðåäåëå-
íèþ ïîñëåäíåé.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî T ⊂ Perf(A). Ïóñòü X ∈ Db(mod−A) � êîìïëåêñ êîíå÷íîé
ïðîåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîñòðîèì ïî ïðåäëîæåíèþ 14 êâàçèèçîìîðôèçì P → X, ãäå P
� îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé. Îòìåòèì,
÷òî Hn(P ) = 0 ïðè n << 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n << 0 ïîäìîäóëü Bn ⊂ P n âûäåëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Òîãäà P n/Bn òàêæå ïðîåêòèâåí, è P êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó

τ>nP = [. . .→ 0→ P n/Bn → P n+1 → . . .],

êîòîðûé ñòðîãî ñîâåðøåííûé.
Ðàññìîòðèì ïîäêîìïëåêñ P ′ = [. . . → 0 → P n → P n+1 → . . .] â P è ñîîòâåòñòâóþùèé

ôàêòîðêîìïëåêñ P ′′ = [. . . → P n−2 → P n−1 → 0 → 0 → . . .]. Ïðè n << 0 ó P ′′ åñòü åäèí-
ñòâåííàÿ êîãîìîëîãèÿ Hn−1(P ′′) ∼= Bn, çíà÷èò P ′′ êâàçèèçîìîðôåí Bn[1− n]. Ðàññìîòðèì
âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè P ′ → P

f−→ Bn[1− n]→ P ′[1] è

Bn[−n] g−→ P ′ → P
f−→ Bn[1− n],

ïîëó÷åííûå çàìåíîé P ′′ íà Bn[1 − n]. Â íèõ f = 0 â D(mod−A) ïðè n << 0, òàê êàê
pdP = pdX < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, g èìååò ëåâûé îáðàòíûé g′ â D(mod−A). Çàìå-
òèì, ÷òî g çàäà¼òñÿ âëîæåíèåì ìîäóëåé gn : Bn → P n. Êðîìå òîãî, ëþáîé ìîðôèçì
P ′ → Bn[−n] â D(mod−A) çàäà¼òñÿ ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ, òàê êàê P ′ h-ïðîåêòèâåí.
Çíà÷èò, g′ çàäàí ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëåé (g′)n : P n → Bn. Ïðè ýòîì (g′)ngn = 1Bn , òàê
êàê HomD(mod−A)(B

n[−n], Bn[−n]) ∼= Hommod−A(B
n, Bn). Òàêèì îáðàçîì, Bn âûäåëÿåòñÿ â

P n ïðÿìûì ñëàãàåìûì ïðè n << 0.

Ñëåäñòâèå 25. Äëÿ í¼òåðîâà êîëüöà A êàòåãîðèÿ Perf(A) êàðóáèåâà.
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