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Ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Ñåãîäíÿ ìû îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð íà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ îò àääèòèâ-
íîãî ôóíêòîðà ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè, à òàêæå ôóíêòîðû RHom íà ⊗L ïðîèç-
âîäíûõ êàòåãîðèÿõ.

Àíàëîãè÷íî h-ïðîåêòèâíûì êîìïëåêñàì, îïðåäåëÿþòñÿ h-èíúåêòèâíûå: êîìïëåêñ I íàä
àáåëåâîé êàòåãîðèåé A h-èíúåêòèâåí, åñëè HomH(A)(X, I) = 0 äëÿ ëþáîãî àöèêëè÷íîãî
êîìïëåêñà X. Èõ ñâîéñòâà äâîéñòâåííû ñâîéñòâàì h-ïðîåêòèâíûõ êîìïëåêñîâ:

• HomH(A)(s, I) � èçîìîðôèçì äëÿ ëþáîãî êâàçèèçîìîðôèçìà s è h-èíúåêòèâíîãî I.

• HomH(A)(X, I) ∼= HomD(A)(X, I) äëÿ ëþáîãî X è h-èíúåêòèâíîãî I.

• Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð hInj(A)→ D(A) ñòðîãî ïîëîí.

• Îãðàíè÷åííûé ñëåâà êîìïëåêñ èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ â A h-èíúåêòèâåí.

• Åñëè â A äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ, òî ó ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ñëåâà
êîìïëåêñà X åñòü èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà: êâàçèèçîìîðôèçì X → I(X) â îãðàíè-
÷åííûé ñëåâà êîìïëåêñ èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

• Äëÿ êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì ó ëþáîãî êîìïëåêñà X åñòü h-èíúåêòèâíàÿ ðå-
çîëüâåíòà: êâàçèèçîìîðôèçì X → I(X) â h-èíúåêòèâíûé êîìïëåêñ.

Ïîäêàòåãîðèè h-ïðîåêòèâíûõ, àöèêëè÷íûõ è h-èíúåêòèâíûõ êîìïëåêñîâ â H(A) ìû
îáîçíà÷àåì ÷åðåç hProj(A), Acycl(A), hInj(A) ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ñåãîäíÿ ïðåäïîëàãàòü è ãîâîðèòü, ÷òî àáåëåâà êàòåãîðèÿ A õîðîøàÿ, åñëè ó
ëþáîãî êîìïëåêñà íàä A åñòü h-ïðîåêòèâíàÿ è h-èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòû.

Ïóñòü äàí àääèòèâíûé ôóíòêòîð F : A → B ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè. Åãî
ïî÷ëåííîå ïðèìåíåíèå äà¼ò ôóíêòîðû C(A)→ C(B) è H(A)→ H(B), êîòîðûå òàêæå îáî-
çíà÷èì F . Îäíàêî íà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ôóíêòîð F , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ëîêàëèçóåòñÿ.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ôóíêòîð F : D(A)→ D(B), äåëàþùèé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó

C(A) F //

��

C(B)

��
H(A) F //

��

H(B)

��
D(A) F // D(B),

ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F òî÷åí. Åñëè æå F íå òî÷åí (êàê ýòî îáû÷íî
áûâàåò), òî ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ ê íåìó.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü F : T1 → T2 � ôóíêòîð, S � êëàññ ìîðôèçìîâ â T1, q : T1 →
T1[S

−1] � ëîêàëèçàöèÿ. Ëåâîé ëîêàëèçàöèåé F îòíîñèòåëüíî S íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð

LF : T1[S
−1]→ F

âìåñòå ñ ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ λ : LF ◦ q → F , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: äëÿ
ëþáîãî ôóíêòîðà G : T1[S

−1] → F è ìîðôèçìà ôóíêòîðîâ λ′ : G ◦ q → F ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé òàêîé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ φ : G→ LF , ÷òî λ′ = λ ◦ (φq).
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Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâàÿ ëîêàëèçàöèÿ.
Åñëè F � òî÷íûé ôóíêòîð ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè è äëÿ S âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ Îðå è ñîãëàñîâàííîñòè ñ òðèàíãóëÿöèåé, òî LF è G â äàííîì îïðåäåëåíèè
äîëæíû áûòü òî÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü F : A → B � àääèòèâíûé ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãî-
ðèÿìè. Ëåâûì (ïðàâûì) ïðîèçâîäíûì ôóíêòîðîì D(A) → D(B) îò F íàçûâàåòñÿ ëåâàÿ
ëîêàëèçàöèÿ LF (ñîîòâ. ïðàâàÿ ëîêàëèçàöèÿ RF ) ôóíêòîðà q ◦ F : H(A)→ D(B) îòíîñè-
òåëüíî êâàçèèçîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð åäèíñòâåí, íî íè÷åãî íå ãîâîðèò î
åãî ñóùåñòâîâàíèè. Îäíàêî äëÿ õîðîøåé àáåëåâîé êàòåãîðèè ëåâûé è ïðàâûé ïðîèçâîäíûå
ôóíêòîðû ñóùåñòâóþò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � õîðîøàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ, à F : A → B � àääèòèâíûé
ôóíêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α : hProj(A)→ D(A) ýêâèâàëåíòíîñòü, ïóñòü α−1 : D(A)→
hProj(A) � îáðàòíûé ôóíêòîð. Òîãäà êîìïîçèöèÿ q ◦ F ◦ α−1 : D(A) → D(B) � ëåâûé
ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò F . Àíàëîãè÷íî, ïóñòü β−1 : D(A)→ hInj(A) � îáðàòíûé ôóíê-
òîð ê ýêâèâàëåíòíîñòè hInj(A) → D(A). Òîãäà êîìïîçèöèÿ q ◦ F ◦ β−1 : D(A) → D(B)
� ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò F .

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî ïðåäëîæåíèå, õîòÿ ýòî è íå ñëîæíî. Âìåñòî ýòîãî ñôîð-
ìóëèðóåì áîëåå ÿâíî êîíñòðóêöèþ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, êîòîðàÿ èç íåãî âûòåêàåò.

Ïóñòü M ∈ D(A) � êîìïëåêñ, P (M) → M è M → I(M) åãî h-ïðîåêòèâíàÿ è h-
èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòû. Òîãäà

LF (M) = F (P (M)), RF (M) = F (I(M)).

Äåéñòâèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ íà ìîðôèçìàõ îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ëþáîé
ìîðôèçì â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè åäèíñòâåííûì ïî ìîäóëþ ãîìîòîïèè îáðàçîì ïîäíè-
ìàåòñÿ äî ìîðôèçìà êîìïëåêñîâ ìåæäó ðåçîëüâåíòàìè.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî LF (D−(A)) ⊂ D−(B) èRF (D+(A)) ⊂ D+(B). Îäíàêî ïðîèçâîäíûé
ôóíêòîð íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿåò îãðàíè÷åííûå êîìïëåêñû.

Äî ñèõ ïîð íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêòîðå F íå òðåáîâàëîñü. Îäíàêî ëåâûé ïðî-
èçâîäíûé ôóíêòîð èíòåðåñíî áðàòü îò òî÷íûõ ñïðàâà ôóíêòîðîâ, è íàîáîðîò. Â ýòèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ è èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ, à
ôóíêòîð F : A → B òî÷åí ñïðàâà. Êëàññè÷åñêèå ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû LiF : A →
B îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

LiF (M) := H−i(LF (M)),M ∈ A.

Åñëè æå F òî÷åí ñëåâà, òî êëàññè÷åñêèå ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû RiF : A → B
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

RiF (M) := H i(RF (M)),M ∈ A.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ òî÷íîãî ñïðàâà ôóíêòîðà F : A → B èìååì

1. LiF = 0 ïðè i < 0, L0F ∼= F .
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2. äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ M → N → K → 0 â A èìååì äëèííóþ
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â B:

. . .→ L2F (K)→ L1F (M)→ L1F (N)→ L1F (K)→ F (M)→ F (N)→ F (K)→ 0.

Äëÿ òî÷íîãî ñëåâà ôóíêòîðà F : A → B èìååì

1. RiF = 0 ïðè i < 0, R0F ∼= F .

2. äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ M → N → K → 0 â A èìååì äëèííóþ
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â B:

0→ F (M)→ F (N)→ F (K)→ R1F (M)→ R1F (N)→ R1F (K)→ R2F (M)→ . . .

Ïåðåéä¼ì ê ïðèìåðàì.
Äëÿ ëþáîé õîðîøåé A è îáúåêòà M ∈ A ðàññìîòðèì òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð

Hom(M,−) : A → Ab.

Ïðàâûé ïðîèçâîäíûé îò íåãî ôóíêòîð îáîçíà÷àåòñÿ

RHom(M,−) : D(A)→ D(Ab),

ÿâíî îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê: RHom(M,N) = Hom(M, I(N)), ãäå I(N) � h-èíúåêòèâíàÿ ðå-
çîëüâåíòà N . Òàêæå äëÿ N ∈ A ðàññìîòðèì òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð

Hom(−, N) : Aop → Ab

(îí òî÷íûé ñïðàâà êàê ôóíêòîð A → Abop). Ïðàâûé ïðîèçâîäíûé îò íåãî ôóíêòîð òàêæå
îáîçíà÷àåòñÿ

RHom(−, N) : D(A)op = D(Aop)→ D(Ab),

ÿâíî îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê: RHom(M,N) = Hom(P (M), N), ãäå P (M) � h-ïðîåêòèâíàÿ
ðåçîëüâåíòà M .

Çàìå÷àíèå 6. ×òîáû ãîâîðèòü ïðî äâîéñòâåííóþ êàòåãîðèþ T op ê òðèàíãóëèðîâàííîé
T , ïîëåçíî ïîíèìàòü, ÷òî îíà òàêæå òðèàíãóëèðîâàííà. À èìåííî, ñäâèã [1]T op â T op åñòü
[−1]T . Ëþáîé òðåóãîëüíèê X → Y → Z → X[1]T â T � ýòî òðåóãîëüíèê X ← Y ← Z ←
X[−1]T op â T op. Ïðè ýòîì âûäåëåííûìè â T op ñ÷èòàþòñÿ ðîâíî òå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå
âûäåëåíû â T .

Äëÿ êîëüöà A ðàñìîòðèì ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íàä A:

Mod−A× A−Mod→ Ab, M,N 7→M ⊗A N.

Îí òî÷åí ñïðàâà ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Îïðåäåëåíû ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò òåí-
çîðíîãî óìíîæåíèÿ:

M ⊗L
A − : D(A−Mod)→ D(Ab), −⊗L

A N : D(Mod−A)→ Ab,

îíè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû àðãóìåíòà íà åãî h-ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó.

Ìû îïðåäåëèëè RHom(M,N) â ñëó÷àå, êîãäàM � îáúåêò âA, àN � êîìïëåêñ íàäA, à
òàêæå, êîãäà N � îáúåêò â A, àM � êîìïëåêñ íàä A. Ïðè ýòîì äëÿM,N ∈ A âûðàæåíèå
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RHom(M,N) ó íàñ îïðåäåëåíî äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè � êàê ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð
ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó àðóãìåíòó. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáà äàþò êâàçèèçîìîðôíûå
êîìïëåêñû, è ìû ñäåëàåì ýòî ïîçæå è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � êîãäà è M , è N áóäóò
êîìïëåêñàìè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà ìîðôèçìîâ. Ïóñòü M,N � êîìïëåêñû íàä àáåëåâîé
êàòåãîðèåé A. Ïîëîæèì

Hom(M,N)n :=
∏
i∈Z

Hom(M i, N i+n), d(f) = dN◦f−(−1)nf◦dM äëÿ f = (f i)i∈Z ∈ Hom(M,N)n.

Ïîëó÷àåì êîìïëåêñ Hom(M,N) àáåëåâûõ ãðóïï.
Îïðåäåëèì óìíîæåíèå

Homn(M,N)× Homm(N,K)→ Homn+m(M,K)

ïðàâèëîì (g · f)i := gi+nf i äëÿ f ∈ Homn(M,N), g ∈ Homm(N,K).
Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ââåä¼ííîå óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðàäóèðîâàííîìó ïðàâèëó
Ëåéáíèöà:

d(g · f) = d(g) · f + (−1)mg · d(f).

Òåïåðü äëÿ êîìïëåêñà M ∈ C(A) îïðåäåëèì ôóíêòîð Hom(M,−) : C(A)→ C(Ab). Êîì-
ïëåêñ N îí ïåðåâîäèò â Hom(M,N), à ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : N1 → N2 � â ìîðôèçì
Hom(M,N1)→ Hom(M,N2), êîòîðûé çàäà¼òñÿ íàáîðîì îòîáðàæåíèé

Homi(M,N1)→ Homi(M,N2) : g 7→ f · g,

ãäå ìû ðàññìàòðèâàåì f êàê ýëåìåíò (è äàæå öèêë!) â Hom0(N1, N2).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêòîð Hom(−,M) : C(A)op → C(Ab).

Ïðåäëîæåíèå 7. Êîððåêòíî îïðåäåë¼í ôóíêòîð Hom(M,−) : C(A) → C(Ab), êîòîðûé
ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôóíêòîð H(A)→ H(Ab). Ýòîò ïîñëåäíèé ôóíêòîð òî÷åí.

Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ Hom(−,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîððåêòíîñòü ñëåäóåò èç çàäà÷è 1. Òî÷íîñòü Hom(M,−) : H(A)→ H(Ab)
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Hom(M,C(f)) ∼= C(Hom(M, f)) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà êîìïëåêñîâ
f : N1 → N2.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü RHom íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ õîðîøåé àáåëåâîé êàòåãîðèèA èM,N ∈ C(A) îïðåäåëèìRHom(M,−)
êàê ïðàâóþ ëîêàëèçàöèþ îò ôóíêòîðà q◦Hom(M,−) : H(A)→ D(Ab). ÎïðåäåëèìRHom(−, N)
êàê ïðàâóþ ëîêàëèçàöèþ îò ôóíêòîðà q ◦ Hom(−, N) : H(A)op → D(Ab).

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ ëþáûõM,N ∈ C(A) îïðåäåë¼ííûå âûøå äâóìÿ ñïîñîáàìè RHom(M,N)
êâàçèèçîìîðôíû. Ñîîòâåòñòâèå (M,N) 7→ RHom(M,N) çàäà¼ò ôóíêòîð

RHom(−,−) : D(A)op ×D(A)→ D(Ab),

òî÷íûé ïî îáîèì àðãóìåíòàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (M) → M è N → I(N) � h-ïðîåêòèâíàÿ è h-èíúåêòèâíàÿ ðå-
çîëüâåíòû ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äâà îïðåäåëåíèÿRHom(M,N) äàþò êîìïëåêñû Hom(P (M), N)
è Hom(M, I(N)). Ïîêàæåì, ÷òî îáà îíè êâàçèèçîìîðôíû êîìïëåêñó Hom(P (M), I(N)).
Äëÿ ïåðâîãî: ïóñòü C(s) � êîíóñ êâàçèèçîìîðôèçìà N → I(N), îí àöèêëè÷åí. Ðàññìîò-
ðèì ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèêN → I(N)→ C(s)→ N [1]. Òî÷íûé ôóíêòîð Hom(P (M),−)
ïåðåâîäèò åãî â âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

Hom(P (M), N)→ Hom(P (M), I(N))→ Hom(P (M), C(s))→ Hom(P (M), N)[1]

â H(Ab). Ïðè ýòîì êîãîìîëîãèè Hom(P (M), C(s)) íóëåâûå:

H i(Hom(P (M), C(s))) ∼= HomH(A)(P (M), C(s)[i]) = 0,

ò.ê. P (M) h-ïðîåêòèâíûé è C(s)[i] àöèêëè÷íûé. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó âûäåëåííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ìîðôèçì Hom(P (M), N) → Hom(P (M), I(N)) � êâàçèèçîìîðôèçì. Êâàçèè-
çîìîðôíîñòü Hom(P (M), I(N)) è Hom(M, I(N)) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ôóíêòîðèàëüíîñòü RHom(−,−) ïî äâóì àðãóìåíòàì â D(A) ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ
RHom(M,N) = Hom(P (M), I(N)) è ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêòîðîâ M 7→ P (M) : D(A) →
hProj(A) è N 7→ I(N) : D(A)→ hInj(A).

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî, ïî ñóòè èñïîëüçîâàâøååñÿ â äîêàçàòåëüñòâå:

Ïðåäëîæåíèå 10. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñîâ íàä A èìååì

H i(RHom(M,N)) ∼= Homi
D(A)(M,N).

Äîêàçàòåëüñòâî.

H i(RHom(M,N)) ∼= H i(Hom(P (M), N)) ∼= Homi
H(A)(P (M), N) ∼= Homi

D(A)(M,N).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê òåíçîðíîìó óìíîæåíèþ è îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð M ⊗L
A

N îò àðãóìåíòîâ M ∈ D(Mod−A) è N ∈ D(A−Mod).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü A � êîëüöî, M ∈ C(Mod−A) è N ∈ C(A−Mod) � êîìïëåêñû.
Îïðåäåëèì êîìïëåêñ M ⊗A N ðàâåíñòâàìè

(M ⊗A N)n := ⊕i+j=nM
i ⊗A N

j, dM⊗AN(m⊗ n) := dM(m)⊗ n+ (−1)degmm⊗ dN(n).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñ è ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 12. ÄëÿM ∈ C(Mod−A) êîððåêòíî îïðåäåë¼í ôóíêòîðM⊗A− : C(A−Mod)→
C(Ab), êîòîðûé ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôóíêòîð H(A−Mod) → H(Ab). Ýòîò ïîñëåäíèé
ôóíêòîð òî÷åí. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ −⊗A N , ãäå N ∈ C(A−Mod).

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 13. Äëÿ êîëüöà A è M ∈ C(Mod−A) îïðåäåëèì M ⊗L
A − êàê ëåâóþ ëî-

êàëèçàöèþ îò ôóíêòîðà q ◦ (M ⊗A −) : H(A−Mod) → D(Ab). Îïðåäåëèì − ⊗L
A N äëÿ

N ∈ C(A−Mod) êàê ëåâóþ ëîêàëèçàöèþ îò ôóíêòîðà q ◦ (−⊗A N) : H(Mod−A)→ D(Ab).

Ïðåäëîæåíèå 14. Äëÿ ëþáûõ M ∈ C(Mod−A) , N ∈ C(A−Mod) îïðåäåë¼ííûå âûøå
äâóìÿ ñïîñîáàìè M ⊗L

A N êâàçèèçîìîðôíû. Ñîîòâåòñòâèå (M,N) 7→ M ⊗L
A N çàäà¼ò

ôóíêòîð D(Mod−A)×D(A−Mod)→ D(Ab), òî÷íûé ïî îáîèì àðãóìåíòàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 9, êëþ÷åâóþ ðîëü áóäåò èã-
ðàòü ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 15. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå h-ïðîåêòèâíîãî êîìïëåêñà M ∈ hProj(Mod−A) è
àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà N ∈ Acycl(A−Mod) àöèêëè÷íî.

Äîêàçàòü ýòó ëåììó íàïðÿìóþ ìîæåò áûòü òðóäíî, ìû ïîëó÷èì ïðîñòîå èçÿùíîå äî-
êàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ñîïðÿæ¼ííîñòè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è Hom.

Ëåììà 16. Ïóñòü A è C � êîëüöà,M ∈ C(Mod−A), K ∈ C(Mod−C), N ∈ C(A−Mod−C).
Òîãäà èìååì èçîìîðôèçì â C(Ab), ôóíêòîðèàëüíûé ïî M,N,K:

HomC(M ⊗A N,K) ∼= HomA(M,HomC(N,K)).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ýòî.

Ñëåäñòâèå 17. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû 16 èìååì èçîìîðôèçìû

HomC(Mod−C)(M ⊗A N,K) ∼= HomC(Mod−A)(M,HomC(N,K)),

HomH(Mod−C)(M ⊗A N,K) ∼= HomH(Mod−A)(M,HomC(N,K)).

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêòîð − ⊗A N : C(Mod−A) → C(Mod−C) ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê ôóíêòîðó
HomC(N,−) : C(Mod−C)→ C(Mod−A), àíàëîãè÷íî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðåòü öèêëû è êîãîìîëîãèè â èçîìîðôèçìå èç ëåììû 16.

Ëåììà 18. Ïóñòü A � õîðîøàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ, X ∈ C(A) � êîìïëåêñ. Ïóñòü
HomH(A)(P,X) = 0 äëÿ âñåõ h-ïðîåêòèâíûõ P (ñîîòâ. HomH(A)(X, I) = 0 äëÿ âñåõ h-
èíúåêòèâíûõ I). Òîãäà X àöèêëè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðåòü h-ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó P → X � íà êîãîìîëîãèÿõ
ýòî è íîëü, è èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 15. Ñîãëàñíî ëåììå 18, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî HomH(Ab)(M⊗A

N, I) = 0 äëÿ ëþáîãî h-èíúåêòèâíîãî êîìïëåêñà I ∈ C(Ab). Ïî ñëåäñòâèþ 17 èìååì

HomH(Ab)(M ⊗A N, I) = HomH(Mod−A)(M,HomZ(N, I)) = 0.

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî M h-ïðîåêòèâåí, à HomZ(N, I) àöèê-
ëè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, H i(HomZ(N, I)) ∼= HomH(Ab)(N, I[i]) = 0 òàê êàê N àöèêëè÷íûé, à
I[i] h-èíúåêòèâíûé.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 14, ýòî äåëàåòñÿ òàê æå, êàê ñ ïðåäëîæåíèåì 9.

Çàìå÷àíèå 19. Êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíòîðû îò Hom:

Ri Hom(M,N) := H i(RHom(M,N)),

ãäå M,N ∈ A, ñóòü íå ÷òî èíîå, êàê ôóíêòîðû Exti(M,N). Ýòî âèäíî èç òîãî, ÷òî
H i(RHom(M,N)) ∼= H i(Hom(P (M), N)) ∼= Exti(M,N).

Îïðåäåëåíèå 20. Êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò ⊗ íàçûâàþòñÿ Tor:

TorAi (M,N) := H−i(M ⊗L
A N),

ãäå M ∈ Mod−A, N ∈ A−Mod.
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Íàêîíåö, ïðîâåðèì, ÷òî ⊗L è RHom è ñîïðÿæåíû êàê ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè
êàòåãîðèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü A è C � êîëüöà, M ∈ C(Mod−A), K ∈ C(Mod−C), N ∈
C(A−Mod−C). Òîãäà èìååì êâàçèèçîìîðôèçì â C(Ab), ôóíêòîðèàëüíûé ïî M,N,K:

RHomC(M ⊗L
A N,K) ∼= RHomA(M,RHomC(N,K)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì h-ïðîåêòèâíóþ P (M) → M è h-èíúåêòèâíóþ K → I(K) ðå-
çîëüâåíòû. Èìååì

RHomC(M ⊗L
A N,K) ∼= HomC(P (M)⊗A N, I(K)) ∼=

∼= HomA(P (M),HomC(N, I(K))) ∼= RHomA(M,RHomC(N,K)),

ãäå âòîðîé èçîìîðôèçì èç ëåììû 16, à ïåðâûé è òðåòèé èç ÿâíîé êîíñòðóêöèè ïðîèçâîä-
íûõ ôóíòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 22. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 21 èìååì êâàçèèçîìîðôèçì

HomD(Mod−C)(M ⊗L
A N,K) ∼= HomD(Mod−A)(M,RHomC(N,K)).

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêòîð − ⊗L
A N : D(Mod−A) → D(Mod−C) ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê ôóíêòîðó

RHomC(N,−) : D(Mod−C)→ D(Mod−A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðåòü íóëåâûå êîãîìîëîãèè â èçîìîðôèçìå èç ïðåäëîæåíèÿ 21,
èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 10.

Ïåðåéä¼ì ê ïðîèçâîäíîé Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíîñòè, îäíîé èç âàæíåéøèõ òåì êóðñà.
Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöà íàçûâàþòñÿ Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàòåãîðèè ìîäóëåé

íàä íèìè àääèòèâíî ýêâèâàëåíòíû. Èìååò ìåñòî òåîðåìà Ìîðèòû:

Òåîðåìà 23. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîëüöà A è B ðàâíîñèëüíû:

1. êàòåãîðèè Mod−A è Mod−B àääèòèâíî ýêâèâàëåíòíû;

2. êàòåãîðèè mod−A è mod−B àääèòèâíî ýêâèâàëåíòíû;

3. ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíûé ãåíåðàòîð P â mod−B, äëÿ êîòîðîãî EndB P ∼= A.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâóþò è äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìî-
äóëåé. ×òîáû èõ ñôîðìóëèðîâàòü, ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êëàññè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, G ∈ T . ×åðåç 〈G〉 îáîçíà÷à-
åòñÿ íàèìåíüøàÿ òîëñòàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â T , ñîäåðæàùàÿ G. Îáúåêò G íàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèì ãåíåðàòîðîì êàòåãîðèè T , åñëè 〈G〉 = T .

Òåîðåìà 25 (J.Rickard, 1989). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîëüöà A è B ðàâíîñèëüíû:

1. êàòåãîðèè D(Mod−A) è D(Mod−B) àääèòèâíî ýêâèâàëåíòíû;

2. êàòåãîðèè Perf(A) è Perf(B) àääèòèâíî ýêâèâàëåíòíû;

3. ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêèé ãåíåðàòîð G â Perf(B), äëÿ êîòîðîãî EndD(Mod−B)G ∼= A
è Homi

D(Mod−B)(G,G) = 0 äëÿ i 6= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå (1) =⇒ (2) âûòåêàåò èç çàìå÷àòåëüíîãî êàòåãîðíîãî îïèñàíèÿ
ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ (êîòîðîå ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì:):

Òåîðåìà 26. Ïóñòü A � êîëüöî. Òîãäà Perf(A) ⊂ D(Mod−A) � â òî÷íîñòè ïîäêàòåãî-
ðèÿ êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ â D(Mod−A).

Ñëåäñòâèå (2) =⇒ (3) ïðîñòîå. Äåéñòâèòåëüíî, A â Perf(A) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ãåíåðàòîðîì (áûëî äîêàçàíî íà îäíîé èç ïðîøëûõ ëåêöèé â ñëó÷àå í¼òåðîâà êîëüöà,
íî íóæíîå âëîæåíèå Perf(A) ⊂ 〈A〉 î÷åâèäíî), à ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç îáùåãî ôàêòà:
HomD(Mod−A)(A,M) ∼= H0(M) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà A-ìîäóëåé M .

Ñàìîå èíòåðåñíîå � ñëåäñòâèå (3) =⇒ (1). Åãî íåñëîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî òåîðåìå
Ìîðèòû ïî ìîäóëþ ñëåäóþùåé (êàçàëîñü áû, íåâèííîé) ëåììû.

Ëåììà 27. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèÿ (3) ôóíêòîð RHom(G,−) : D(Mod−B)→ D(Ab)
ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òî÷íûé ôóíêòîð Φ: D(Mod−B)→ D(Mod−A), ïðè÷¼ì Φ(G) ∼= A.

Äîïóñòèì, ëåììà 27 èçâåñòíà. Ïîêàæåì, ÷òî Φ � ñòðîãî ïîëíûé ôóíêòîð. Òî åñòü, äëÿ
ëþáûõ M,N ∈ D(Mod−B) èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

ΦM,N : HomD(Mod−B)(M,N)→ HomD(Mod−A)(Φ(M),Φ(N))

� èçîìîðôèçì. Âî-ïåðâûõ, ΦG,N èçîìîðôèçì ïðè âñåõ N :

HomD(Mod−B)(G,N) ∼= H0(RHom(G,N)) ∼= H0(Φ(N)) ∼= HomD(Mod−A)(A,Φ(N)) ∼=
∼= HomD(Mod−A)(Φ(G),Φ(N)).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîäêàòåãîðèþ

T := {M | ΦM,N � èçîìîðôèçì ïðè âñåõ N} ⊂ D(Mod−B).

Îíà ñîäåðæèò G, òîëñòàÿ è çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïðÿìûõ ñóìì (ïîñëåäíåå � òàê
êàê G êîìïàêòåí è ïîòîìó Φ ïåðåâîäèò ïðÿìûå ñóììû â ïðÿìûå ñóììû). Òàê êàê G �
ãåíåðàòîð Perf(B), ïîëó÷àåì ÷òî B ∈ Perf(B) ⊂ T .

Åñëè áû ìû äîêàçûâàëè (2), ìû óæå ïîëó÷èëè áû, ÷òî Φ ñòðîãî ïîëîí. Íàì æå íóæíî
èñïîëüçîâàòü åù¼ îäíó ïîëåçíóþ ëåììó. Å¼ ìû òàêæå íå äîêàçûâàåì.

Ëåììà 28. Ïóñòü A � êîëüöî è T ⊂ D(Mod−A) � ñòðîãàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêà-
òåãîðèÿ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìûõ ñóìì è ñîäåðæàùàÿ A. Òîãäà
T = D(Mod−A).

Èòàê, Φ: D(Mod−B)→ D(Mod−A) ñòðîãî ïîëîí. Îí òî÷åí è êîììóòèðóåò ñ ïðÿìûìè
ñóììàìè, êðîìå òîãî, Φ(G) ∼= A. Çíà÷èò, ñóùåñòâåííûé îáðàç Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ëåììû 28, è ïîòîìó åñòü âñÿ êàòåãîðèÿ D(Mod−A).

Ëåììó 27 ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì. Ñäåëàòü ýòî â ðàìêàõ òåõ ïîíÿòèé, ÷òî ìû çíà-
åì, íåâîçìîæíî � íåò íèêàêîãî ñïîñîáà ñäåëàòü ÷ëåíû êîìïëåêñà RHom(G,M) ìîäóëÿìè
íàä A. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 27 íóæíî èñïîëüçîâàòü dg-àëãåáðû, dg-ìîäóëè è èõ ïðî-
èçâîäíûå êàòåãîðèè. À èìåííî, åñòåñòâåííî ñòðîèòñÿ ôóíêòîð RHom(G,−) èç D(Mod−B)
â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ dg-ìîäóëåé íàä dg-àëãåáðîé RHom(G,G). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà
dg-àëãåáðà êâàçèèçîìîðôíà ñâîåé êîãîìîëîãèè, îáû÷íîé àëãåáðå A, è ýòî âëå÷¼ò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè dg-ìîäóëåé íàä RHom(G,G) è D(Mod−A).

Îäíàêî ìû ìîæåì äîêàçàòü ëåììó 27 â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå � êîãäà ãåíåðàòîð G
åñòü îáû÷íûé ìîäóëü. Òîãäà â êà÷åñòâå Φ ìîæíî âçÿòü RHom(G,−) � ïðàâûé ïðîèç-
âîäíûé ôóíêòîð îò òî÷íîãî ñëåâà ôóíêòîðà Hom(G,−) : Mod−B → Mod−A. Óñëîâèÿ
Homi

D(Mod−B)(G,G) = 0 ïðè i 6= 0 ãàðàíòèðóþò, ÷òî RHom(G,G) ∼= HomB(G,G) ∼= A.
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Îïðåäåëåíèå 29. Êîëüöà A è B áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäíî Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 25.
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