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Ôóíêòîðû îòðàæåíèé

Ñåãîäíÿ ìû ïîëó÷èì ïåðâûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè ïðåä-
ñòàâëåíèé àëãåáð.

Ïóñòü Γ � êîë÷àí áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Âåðøèíà v ∈ Γ íàçûâàåòñÿ èñòî÷íè-
êîì (ñîîòâ. ñòîêîì), åñëè â v (ñîîòâ. èç v) íå âåä¼ò íè îäíîé ñòðåëêè. Äëÿ èñòî÷íèêà v
îáîçíà÷èì ÷åðåç σ+

v Γ êîë÷àí, ïîëó÷åííûé èç Γ îáðàùåíèåì âñåõ ñòðåëîê, èñõîäÿùèõ èç v.
Äëÿ ñòîêà v îáîçíà÷èì ÷åðåç σ−v Γ êîë÷àí, ïîëó÷åííûé èç Γ îáðàùåíèåì âñåõ ñòðåëîê,
âõîäÿùèõ èç v.

Ïóñòü v � èñòî÷íèê, óïîðÿäî÷èì âåðøèíû òàê, ÷òîáû v øëà ïåðâîé. Ðàññìîòðèì ïîë-
íûé è ñèëüíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð Pi, i ∈ Γ0 â Db(mod−kΓ). Ïåðåñòðîèì Pv îòíîñè-
òåëüíî ïîäêàòåãîðèè 〈Pi〉i 6=v âïðàâî, îáîçíà÷èì

P ′v := R〈Pi〉i6=v
(Pv)[1].

Ëåììà 1. Îáúåêò P ′v ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì, èìååì

(1) P ′v = coker

Pv f−→
⊕

a∈Γ1,s(a)=v

Pt(a)

 .

Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ i 6= v èìååì

Hom(Pi, P
′
v)
∼=

⊕
a∈Γ1,s(a)=v

Hom(Pi, Pt(a)),

è Homs(Pi, P
′
v) = 0 ïðè s 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçì f : Pv → ⊕a∈Γ1,s(a)=vPt(a) êàíîíè÷åñêèé: îí îáðàçîâàí ãî-

ìîìîðôèçìàìè Ps(a)
a−→ Pt(a), ãäå a � ñòðåëêà ñ íà÷àëîì â v. Î÷åâèäíî, îí èíúåêòèâåí. Ïðè

ýòîì f äëÿ âñåõ i 6= v èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû íà Hom(−, Pi) (ïîòîìó ÷òî ìîðôèçìû
èìåþò áàçèñ èç ïóòåé) è íà Exti(−, Pi) (ïîòîìó ÷òî îáå ÷àñòè ðàâíû íóëþ). Ñëåäîâàòåëüíî,
coker f îðòîãîíàëüíî ñëåâà êî âñåì ìîäóëÿì Pi, i 6= v. Òðåóãîëüíèê

(coker f)[−1]→ Pv → ⊕a∈Γ1,s(a)=vPt(a) → coker f

çàäà¼ò ðàçëîæåíèå Pv îòíîñèòåëüíî ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

Db(mod−kΓ) = 〈〈Pi〉i 6=v,⊥ 〈Pi〉i 6=v〉.

Çíà÷èò, (coker f)[−1] ∼= R〈Pi〉i 6=v
(Pv).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1).

Ïîëîæèì P ′i := Pi ïðè i 6= v. Óïîðÿäî÷èì ìîäóëè P ′i òàê, ÷òîáû P ′v ø¼ë ïîñëåäíèì.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð P ′i , i ∈ Γ0 â Db(mod−kΓ) ñèëüíûé, è
åãî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ åñòü kσ+

v Γ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðîøëîé
ëåêöèè:

Ïðåäëîæåíèå 2. Â ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôóíêòîð

Φ+
v := RHom(⊕iP ′i ,−) : Db(mod−kΓ)→ Db(mod−kσ+

v Γ)

çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.
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Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ïðàâîãî îòðàæåíèÿ. Èçó÷èì ýòè ôóíê-
òîðû ïîäðîáíåå.

Âî-ïåðâûõ, èõ ìîæíî èòåðèðîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1, . . . , vm âåðøèí êîë÷àíà Γ +-äîïóñòèìà,
åñëè v1 � èñòî÷íèê â Γ è ïðè âñåõ i = 1, . . . ,m − 1 âåðøèíà vi+1 � èñòî÷íèê â êîë÷àíå
σ+
vi
. . . σ+

v1
Γ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ −-äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí êîë÷àíà.

Äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí êîìïîçèöèÿ ïðàâûõ îòðàæåíèé çàäà¼ò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü êàòåãîðèé

Φ+
vm ◦ . . . ◦ Φ+

v1
: Db(mod−kΓ)→ Db(mod−kσ+

vm . . . σ
+
v1

Γ).

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ïîäëåæàùèé ãðàô êîë÷àíà Γ � äåðåâî, òî äëÿ ëþáîãî êîë÷àíà Γ′,
ïîëó÷åííîãî èç Γ çàìåíîé îðèåíòàöèè ñòðåëîê, èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé

Db(mod−kΓ) ∼= Db(mod−kΓ′).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è ñëåäóþùåãî óïðàæåíåíèÿ.

Çàäà÷à 1. Åñëè ïîäëåæàùèé ãðàô êîë÷àíà Γ � äåðåâî, òî äëÿ ëþáîãî êîë÷àíà Γ′, ïî-
ëó÷åííîãî èç Γ çàìåíîé îðèåíòàöèè ñòðåëîê, èìååòñÿ +-äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí v1, . . . , vm â Γ, ÷òî σ+

vm . . . σ
+
v1

Γ ∼= Γ′.

Âî-âòîðûõ, ïîëåçíî îïèñàòü îáðàòíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ê Φ+
v . Îíà çàäà¼òñÿ ôóíòîðîì

ëåâîãî îòðàæåíèÿ, êîòîðûé ñåé÷àñ áóäåò îïðåäåëåí.
Ïóñòü v ∈ Γ0 � ñòîê, óïîðÿäî÷èì âåðøèíû òàê, ÷òîáû v øëà ïîñëåäíåé. Ðàññìîò-

ðèì ïîëíûé è ñèëüíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð Pi, i ∈ Γ0 â Db(mod−kΓ). Ïåðåñòðîèì Pv
îòíîñèòåëüíî ïîäêàòåãîðèè, ïîðîæä¼ííîé îñòàëüíûìè îáúåêòàìè, âëåâî, îáîçíà÷èì

P ′v := L〈Pi〉i 6=v
(Pv)[−1].

Ëåììà 5. Èìååì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

P ′v →
⊕

a∈Γ1,t(a)=v

Ps(a)
g−→ Pv → Sv,

ãäå g � ÿäðî êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè Pv → Sv, è çíà÷èò P ′v
∼= Sv[−1] ∼= Iv[−1]. Äëÿ âñåõ

i 6= v èìååì

Hom(P ′v, Pi)
∼=

⊕
a∈Γ1,t(a)=v

Hom(Ps(a), Pi),

è Homs(P ′v, Pi) = 0 ïðè s 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.

Ïîëîæèì P ′i := Pi ïðè i 6= v, ïîñòàâèì åãî ïåðâûì. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî èñêëþ÷è-
òåëüíûé íàáîð P ′i , i ∈ Γ0 â Db(mod−kΓ) ñèëüíûé, è åãî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ åñòü kσ−v Γ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðîøëîé ëåêöèè:

Ïðåäëîæåíèå 6. Â ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôóíêòîð

Φ−v := RHom(⊕iP ′i ,−) : Db(mod−kΓ)→ Db(mod−kσ−v Γ)

çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.
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Òàêèå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ ëåâûìè îòðàæåíèÿìè. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè îá-
ðàòíû ïðàâûì îòðàæåíèÿì, ïîëåçíî ïîñìîòðåòü íà íèõ ÷óòü èíà÷å. Ïóñòü T � òðèàí-
ãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ âèäà D(Mod−B) äëÿ êîëüöà B. Ïóñòü (E1, . . . , En) � ñèëüíûé
èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â T , è àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà E = ⊕Ei åñòü kΓ. Ïðè ýòîì
âåðøèíà 1 � èñòî÷íèê â Γ. Òîãäà ðàññìîòðèì íàáîð

(E ′2, . . . , E ′n, E ′1) := (E2, . . . , En, R〈E2,...,En〉(E1)[1]),

îí òàêæå ñèëüíûé. Çàìåòèì, ÷òî E1 ïîëó÷àåòñÿ èç E ′1 îáðàòíîé ïåðåñòðîéêîé è ñäâèãîì:
E1 = L〈E2,...,En〉(E ′1)[−1]. Ïðè ýòîì àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà E ′ = ⊕E ′i åñòü kσ+

1 Γ.
Îáîçíà÷èì Γ′ := σ+

1 Γ. Åñòü äâå ýêâèâàëåíòíîñòè

Db(mod−kΓ)
α←− 〈E1, E2, . . . , En〉 = 〈E ′2, . . . , E ′n, E ′1〉

α′
−→ Db(mod−kΓ′).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü α′α−1 : Db(mod−kΓ) → Db(mod−kΓ′) åñòü ïðàâîå
îòðàæåíèå, à ýêâèâàëåíòíîñòü αα′−1 : Db(mod−kΓ′) → Db(mod−kΓ) � ëåâîå îòðàæåíèå,
è îíè âçàèìíî îáðàòíû. Ýòîé êîíñòðóêöèåé, íå îïåðèðóþùåé ïðîåêòèâíûìè è ïðî÷èìè
ìîäóëÿìè, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è äàëüøå.

Â òðåòüèõ, âûÿñíèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ôóíêòîðàõ îòðàæåíèé ñ ìîäóëÿìè.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñèëüíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà (E1, . . . , En) ýêâèâàëåíòíîñòü

RHom(⊕Ei,−) : 〈E1, . . . , En〉 → Db(mod−End(⊕Ei))

ïåðåâîäèò îáúåêòû Ei â íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè Pi íàä àëãåáðîé End(⊕Ei)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè i 6= v ïðàâîå Φ+

v è ëåâîå Φ−v îòðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò ïðîåêòèâíûå
ìîäóëè Pi äðóã â äðóãà:

(2) Φ+
v (Pu) ∼= Pu, u 6= v.

Äàëåå, α−1(Pv) ∼= Ev ∼= L〈E ′u〉u6=v
(E ′v)[−1] è â ñèëó ëåììû 5

(3) Φ+
v (Pv) ∼= α′(α−1(Pv)) ∼= α′(L〈E ′u〉u 6=v

(E ′v)[−1]) ∼= L〈Pu〉u6=v
(Pv)[−1] ∼= Iv[−1].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íåðàçëîæèìûå kΓ-ìîäóëè, êðîìå Pv, ïðè îòðàæåíèè Φ+
v ïåðåõîäÿò

â íåðàçëîæèìûå kσ+
v Γ-ìîäóëè (à íå êàêèå-íèáóäü êîìïëåêñû). ×òîáû ýòî ïîíÿòü, íóæåí

î÷åíü âàæíûé ôàêò.

Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà êàòåãîðèÿ A íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííîé, åñëè å¼ ãîìîëîãè÷å-
ñêàÿ ðàçìåðíîñòü íå áîëåå 1, ò.å. ExtiA(M,N) = 0 ïðè âñåõ M,N ∈ A è i > 1.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A � íàñëåäñòâåííàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ,M � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ

íàä A. Òîãäà M èçîìîðôåí ⊕iH i(M)[−i] â Db(A). Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé íåðàçëîæèìûé

îáúåêò â Db(A) èìååò âèä M [i], ãäå M ∈ Ind(A).

Ëåììà 8. Ïóñòü M,N � êîíå÷íûå êîìïëåêñû íàä íàñëåäñòâåííîé àáåëåâîé êàòåãîðèåé

A, n ∈ Z, ïðè÷¼ì M i = 0 ïðè i 6 n, N i = 0 ïðè i > n. Òîãäà HomD(A)(M,N) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ÷ëåíîâ â M , N .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Z ïîêàæåì, ÷òî M ∼= τ6nM ⊕ τ>n+1M â
Db(A). Èìååì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â Db(A):

τ6nM →M → τ>n+1M
f−→ (τ6nM)[1].

Çäåñü ìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 8 è ïîòîìó f = 0. Çíà÷èò, óêàçàííûé
òðåóãîëüíèê ðàñùåïèì.

Ïðîäîëæàÿ ðàñùåïëÿòü êîìïëåêñ íà ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ èç îä-
íîãî ÷ëåíà, ÷.ò.ä.

3



17.11.2020
Ëåêöèÿ 10

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü

Ïóñòü v � èñòî÷íèê â êîë÷àíå Γ, à Φ+
v : Db(mod−kΓ) → Db(mod−kσ+

v Γ) � ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ôóíêòîð îòðàæåíèÿ. Ïóñòü M ∈ Ind(mod−kΓ) � íåðàçëîæèìûé ìîäóëü.

Òîãäà {
Φ+
v (M) ∈ Ind(mod−kσ+

v Γ), åñëè M 6∼= Pv,

Φ+
v (Pv) ∼= Iv[−1] èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî Φ+
v (M) � íåðàçëîæèìûé îáúåêò â êàòåãîðèèDb(mod−kσ+

v Γ).
Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî Φ+

v (M) ∼= N [d], � ãäå N � íåêîòîðûé ìîäóëü íàä kσ+
v Γ è d ∈ Z.

Åñëè M îòëè÷åí îò Pv, òî èìååòñÿ íåíóëåâîé ìîðôèçì Pu → M äëÿ íåêîòîðîãî u 6= v.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåíóëåâîé ìîðôèçì Pu ∼= Φ+

v (Pu) → Φ+
v (M) ∼= N [d], ñìîòðè (2).

Çíà÷èò, d = 0. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ìû óæå çíàåì, ñìîòðè (3).

Àíàëîãè÷íî èìååì

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü v � ñòîê â êîë÷àíå Γ, à Φ−v : Db(mod−kΓ) → Db(mod−kσ−v Γ)
� ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêòîð îòðàæåíèÿ. Ïóñòü M ∈ Ind(mod−kΓ) � íåðàçëîæèìûé

ìîäóëü. Òîãäà {
Φ−v (M) ∈ Ind(mod−kσ−v Γ) åñëè M 6∼= Iv,

Φ−v (Iv) ∼= Pv[1] èíà÷å.

ÏóñòüM � íåðàçëîæèìûé ìîäóëü íàä kΓ, v ∈ Γ0 � èñòî÷íèê. Òîãäà Φ+
v (M) åñòü ñäâèã

íåêîòîðîãî íåðàçëîæèìîãî ìîäóëÿ íàä kσ+
v Γ íà íåêîòîðîå ÷èñëî d, Îáîçíà÷èì ýòîò ìîäóëü

÷åðåç Φ̄+
v (M). Ìû çíàåì, ÷òî d = −1, åñëè M ∼= Pv, è d = 0 èíà÷å. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü v � èñòî÷íèê â êîë÷àíå Γ., ïîëîæèì. Òîãäà Φ+
v çàäà¼ò áèåê-

öèþ

Ind(mod−kΓ) \ {Pv}
∼−→ Ind(mod−kσ+

v Γ) \ {Iv},

à Φ̄+
v � áèåêöèþ

Ind(mod−kΓ)
∼−→ Ind(mod−kσ+

v Γ).

Òåïåðü ïðèìåíèì íåñêîëüêî îòðàæåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî.
Äëÿ +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vm ïîëîæèì Γ′ := σ+

vm . . . σ
+
v1

Γ, òîãäà
ýêâèâàëåíòíîñòü

Φ+
vm ◦ . . . ◦ Φ+

v1
: Db(mod−kΓ)→ Db(mod−kΓ′).

Òàêæå èìååòñÿ áèåêöèÿ

Φ̄+
vm ◦ . . . ◦ Φ̄+

v1
: Ind(mod−kΓ)→ Ind(mod−kΓ′).

Îïðåäåëåíèå 12. Ñêàæåì, ÷òî íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëü M +-ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî
+-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí v1, . . . , vm, åñëè Φ+

vm ◦ . . . ◦Φ+
v1

(M) ÿâëÿåòñÿ ìî-
äóëåì (à íå ñäâèãîì ìîäóëÿ). Ïî ïðåäëîæåíèþ 9 ýòî óñëîâèå âëå÷¼ò òî, ÷òî ïðè âñåõ k 6 m
îáúåêò Φ+

vk
◦. . .◦Φ+

v1
(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ −-ðåãóëÿðíûé

íåðàçëîæèìûé ìîäóëü îòíîñèòåëüíî −-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí êîë÷àíà.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëü M íå +-ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî

+-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí v1, . . . , vm. Òîãäà M ∼= Φ−v1 ◦ . . .◦Φ−vk(Pvk+1
) ïðè

íåêîòîðîì k = 0, . . . ,m− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî îáúåêò Φ+
vk
◦ . . . ◦ Φ+

v1
(M)

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì, à Φ+
vk+1
◦ . . . ◦Φ+

v1
(M) ìîäóëåì óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Ïî ïðåäëîæåíèþ 9 ýòî

çíà÷èò, ÷òî Φ+
vk
◦ . . . ◦ Φ+

v1
(M) ∼= Pvk+1

è ñëåäîâàòåëüíî M ∼= Φ−v1 ◦ . . . ◦ Φ−vk(Pvk+1
).

Çàìå÷àíèå 14. Ïðåäëîæåíèå 13 ãîâîðèò, ÷òî êîëè÷åñòâî ìîäóëåé, íå +-ðåãóëÿðíûõ îò-
íîñèòåëüíî +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vm, íå ïðåâûøàåòm. Èõ ìîæåò áûòü
è ìåíüøå, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìîäóëÿ M ñðåäè ìîäóëåé Φ̄+

vk
◦ . . . ◦ Φ̄+

v1
(M) (ãäå k =

0, . . . ,m−1) áîëåå îäíîãî ïðîåêòèâíîãî. Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå íåêîòîðûå îáúåêòû
Φ−v1 ◦ . . . ◦ Φ−vk(Pvk+1

) èç ïðåäëîæåíèÿ 13 íå áóäóò ìîäóëÿìè.

Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü v1, . . . , vm ÿâëÿåòñÿ +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí

â Γ, ïîëîæèì Γ′ := σ+
vm . . . σ

+
v1

Γ. Òîãäà ôóíêòîð Φ+
vm ◦ . . . ◦ Φ+

v1
çàäà¼ò áèåêöèþ ìåæäó

íåðàçëîæèìûìè kΓ-ìîäóëÿìè, +-ðåãóëÿðíûìè îòíîñèòåëüíî v1, . . . , vm, è íåðàçëîæè-

ìûìè kΓ′-ìîäóëÿìè, −-ðåãóëÿðíûìè îòíîñèòåëüíî −-ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

vm, . . . , v1 âåðøèí Γ′.

Íàêîíåö, ðàçáåð¼ì ïðèìåð.

Ïðèìåð 16. Ïóñòü Γ = (1 → 2), ïîëîæèì Γ′ := σ+
1 Γ = (2 → 1), Γ′′ := σ+

2 Γ′ = (1 → 2).
Îáðàòèòå âíèìàíèå: ýòè òðè êîë÷àíà èçîìîðôíû, íî îáîçíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé Γ′ íå
òàêèå, êàê äëÿ Γ è Γ′′! Åñòü òðè íåðàçëîæèìûõ kΓ-ìîäóëÿ: S1

∼= P1, S2
∼= I2, P2

∼= I1. Èìååì
ýêâèâàëåíòíîñòè Φ+

1 : Db(mod−kΓ) → Db(mod−kΓ′) è Φ+
2 : Db(mod−kΓ′) → Db(mod−kΓ′′),

à òàêæå èçîìîðôèçìû

Φ+
1 (P1) ∼= I1[−1], Φ+

2 (P2) ∼= I2[−1], Φ+
2 Φ+

1 (P1) ∼= P2[−1],

Φ+
1 (P2) ∼= P2, Φ+

2 (P1) ∼= P1, Φ+
2 Φ+

1 (P2) ∼= I2[−1],

Φ+
1 (S2) ∼= P1, Φ+

2 (I1) ∼= P2, Φ+
2 Φ+

1 (S2) ∼= P1.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2 â Γ ìîäóëü S2 +-
ðåãóëÿðåí, à P1, P2 � íå +-ðåãóëÿðíû.
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