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Êëàññèôèêàöèÿ êîë÷àíîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

Ñåãîäíÿ ìû ðåøèì ñëåäóþùóþ âàæíóþ çàäà÷ó: îïèñàòü âñå êîë÷àíû, äëÿ êîòîðûõ
ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íî. Íà÷í¼ì ñ îòâåòà:

Òåîðåìà 1 (Ãàáðèýëü). Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé êîíå÷íûé êîë÷àí. Òîãäà ìíîæåñòâî íåðàçëî-
æèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé Γ êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ � êîë÷àí
Äûíêèíà, ò.å. îäèí èç ñëåäóþùèõ êîë÷àíîâ c ëþáîé îðèåíòàöèåé (ãäå n � êîëè÷åñòâî
âåðøèí):

1. An, n > 1: • • . . . • ,

2. Dn, n > 4: • • • . . . •

•

,

3. En, n = 6, 7, 8: • • • • . . . •

•

.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì íàïîìíèì, ÷åì çàìå÷àòåëüíû êîë÷àíû Äûíêèíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Γ � êîë÷àí ñ n âåðøèíàìè. Îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
Òèòñà qΓ íà ïðîñòðàíñòâå Qn (èëè Rn) ñ êîîðäèíàòàìè xi, i ∈ Γ0 ôîðìóëîé

qΓ(x) =
∑
i∈Γ0

x2
i −

∑
a∈Γ1

xs(a)xt(a).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé êîë÷àí. Òîãäà ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ � êîë÷àí Äûíêèíà.

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ âðó÷íóþ ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ. Åñëè
âû åãî ðàíüøå íå äîêàçûâàëè, ýòî ðåêîìåíäóåòñÿ ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåïåðü äîêàæåì ïðîñòóþ ïîëîâèíó òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèÿ, ïðèïèñûâàåìîãî
Òèòñó.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðåäîëîæèì, ÷òî ïîëå k áåñêîíå÷íî. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé êîë÷àí è
ôîðìà qΓ íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ðàçìåðíîñòè d̄
ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé Γ íàä k ðàçìåðíîñòè d̄ áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì âåêòîð ðàçìåðíîñòè d̄ = (di), i ∈ Γ0 è ðàññìîòðèì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ M = (Mi) êîë÷àíà Γ â êîîðäèíàòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Mi = kdi . Ïðåäñòàâëåíèå
Γ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ çàäà¼òñÿ íàáîðîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ks(a) ← kt(a) äëÿ âñåõ
ñòðåëîê a. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé îáîçíà÷èì

Repd̄(Γ) := ⊕a∈Γ1Mats(a)×t(a)(k).

Ñðåäè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãî èçîìîðôíûõ. Ðàññìîòðèì ãðóïïó

Gd̄ :=
∏
i∈Γ0

GLdi(k),
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îíà äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Repd̄(Γ) ñîïðÿæåíèÿìè, òàê ÷òî êëàññû èçîìîðôèçìà ïðåä-
ñòàâëåíèé ðàìåðíîñòè d̄ ñîîòâåòñòâóþò îðáèòàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãðóïïû
Gd̄ ìåíüøå ðàçìåðíîñòè àôôèííîãî ïðîîñòðàíñòâà Repd̄(Γ), íà êîòîðîì îíà äåéñòâóåò, òî-
ãäà ìíîæåñòâî îðáèò áåñêîíå÷íî. Ýòî æå âåðíî è ïðè ðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòåé, òàê êàê â Gd̄

åñòü îäíîìåðíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ òðèâèàëüíî. Âû÷èñëèì ðàçíîñòü
ðàçìåðíîñòåé:

dimGd̄ − dimRepd̄(Γ) =
∑
i∈Γ0

d2
i −

∑
a∈Γ1

ds(a)dt(a) = qΓ(d̄).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ôîðìà qΓ íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâîé âåêòîð d̄, äëÿ êîòîðîãî qΓ(d̄) 6 0, ïðè÷¼ì êîìïîíåíòû di ìîæíî âûáðàòü öåëûìè
íåîòðèöàòåëüíûìè. Çíà÷èò, êëàññîâ èçîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé Γ ñ òàêèì âåêòîðîì ðàç-
ìåðíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5. Ïðåäîëîæèì, ÷òî ïîëå k áåñêîíå÷íî. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé êîë÷àí è ôîð-
ìà qΓ íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ðàçìåðíîñòè d̄ ìíî-
æåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé Γ íàä k ðàçìåðíîñòè d̄
áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ïîëîâèíû òåîðåìû � î êîíå÷íîñòè íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé äëÿ êîë÷àíîâ Äûíêèíà � áîëåå èíòåðåñíî è íå çàâèñèò îò îñíîâíîãî ïîëÿ. Ìû
ðàññêàæåì äîêàçàòåëüñòâî, ïðèíàäëåæàùåå Áåðíøòåéíó, Ãåëüôàíäó è Ïîíîìàð¼âó (êî-
òîðûå è ïðèäóìàëè ôóíêòîðû îòðàæåíèé). Äëÿ íà÷àëà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñâÿçàòü ôîðìó
Òèòñà è ôîðìó Ýéëåðà íà ãðóïïå Ãðîòåíäèêà ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ãðîòåíäèêà êàòåãîðèè mod−kΓ åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,
ïîðîæä¼ííàÿ êëàññàìè [Si], i ∈ Γ0 ïðîñòûõ ìîäóëåé. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà Ýéëåðà íà ýòîé
ãðóïïå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

〈[M ], [N ]〉 =
∑
s

(−1)s dim Homs(M,N),

âåðíûì äëÿ âñåõ kΓ-ìîäóëåé M,N . Òàêæå ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôîð-
ìó QΓ, ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìå qΓ, óìíîæåííîé íà 2 äëÿ óäîáñòâà. Èíûìè
ñëîâàìè,

QΓ(x, y) = 2
∑
i∈Γ0

xiyi −
∑
a∈Γ1

(xs(a)yt(a) + xt(a)ys(a))

è QΓ(x, x) = 2qΓ(x).

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî êîë÷àíà Γ áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ïðè èçîìîðôèçìå
K0(kΓ)→ Z|Γ0| ñèììåòðèçàöèÿ ôîðìû Ýéëåðà 〈x, y〉+ 〈y, x〉 ñîîòâåòñòâóåò áèëèíåéíîé
ôîðìå Òèòñà QΓ(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî äëÿ êëàññîâ ïðîñòûõ ìîäóëåé [Si] ∈
K0(kΓ), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûì âåêòîðàì ei ∈ Z|Γ0|.

Èìååì 〈[Si], [Si]〉 = 1, òàê êàê ïðîñòûå ìîäóëè èñêëþ÷èòåëüíû. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî
QΓ(ei, ei) = 2, òàê ÷òî âñ¼ ñõîäèòñÿ. Äëÿ i 6= j èìååì

〈[Si], [Sj]〉 = − dimExt1(Si, Sj) = −÷èñëî ñòðåëîê èç j â i,

çíà÷èò 〈[Si], [Sj]〉 + 〈[Sj], [Si]〉 ðàâíî ìèíóñ ÷èñëó ñòðåëîê ìåæäó i è j. Òîìó æå ðàâíî è
QΓ(ei, ej).
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Òåïåðü âûÿñíèì, êàê äåéñòâóþò ôóíêòîðû îòðàæåíèé íà ãðóïïàõ Ãðîòåíäèêà. Ïóñòü Γ
� ïðîèçâîëüíûé êîë÷àí áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Ïóñòü v � èñòî÷íèê â Γ, è Γ′ :=
σ+
v Γ. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû ó Γ è Γ′ îäèíàêîâûå, ïîýòîìó ãðóïïû Z|Γ0| è Z|Γ′0| êàíîíè-
÷åñêè èçîìîðôíû. Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì îòîæäåñòâëåíèå ãðóïï K0(kΓ), K0(kΓ′) è Z|Γ0|,
ïåðåâîäÿùåå êëàññ ïðîñòîãî Γ-ìîäóëÿ Si â êëàññ ïðîñòîãî Γ′-ìîäóëÿ Si è â êîîðäèíàòíûé
âåêòîð ei.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ñ ó÷¼òîì îòîæäåñòâëåíèé K0(kΓ) ∼= Z|Γ0| ôóíêòîð îòðàæåíèÿ

Φ+ : Db(mod−Γ)→ Db(mod−Γ′)

äåéñòâóåò íà K0 îïåðàòîðîì φv, ÿâëÿþùèìñÿ îòðàæåíèåì σev îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ev
è áèëèíåéíîé ôîðìû QΓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî îòðàæåíèå σα : Z|Γ| → Z|Γ| îòíîñèòåëüíî âåêòîðà α çà-
äà¼òñÿ ôîðìóëîé

σα(x) = x− 2
Q(x, α)

Q(α, α)
· α.

Ìû çíàåì, ÷òî îïåðàòîð φv ñîõðàíÿåò ôîðìó Ýéëåðà, à çíà÷èò è áèëèíåéíóþ ôîðìó Òèòñà.
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî Φ+

v (Pv) ∼= Iv[−1], Φ+
v (Pi) ∼= Pi ïðè i 6= v. Ïðè ýòîì Pv ∼= Sv êàê

ïðåäñòàâëåíèÿ Γ è Iv ∼= Sv êàê ïðåäñòàâëåíèÿ Γ′. Òåì ñàìûì, φv ïåðåâîäèò [Sv] = ev
â −ev, êàê è îòðàæåíèå σev . ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî φv � îòðàæåíèå, äîñòàòî÷íî (ò.ê. φv
� èçîìåòðèÿ) ïðîâåðèòü äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x èç íåêîòîðîãî áàçèñà Z|Γ0|, ÷òî φv(x) =
x + λ · ev äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Z (çàâèñÿùåãî îò x). Â êà÷åñòâå áàçèñà âîçüì¼ì êëàññû
[Pi]Γ ïðîåêòèâíûõ Γ-ìîäóëåé Pi. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ i = v âñ¼ óæå ïðîâåðåíî, ïóñòü i 6=
v. Ìîäóëü Pi â âåðøèíå j èìååò áàçèñ èç ïóòåé èç j â i. Äëÿ j 6= v ýòè ïóòè â Γ è
â Γ′ îäèíàêîâûå, ïîýòîìó âåêòîð ðàçìåðíîñòè Γ- è Γ′-ìîäóëåé Pi îòëè÷àåòñÿ òîëüêî â
âåðøèíå v. Çíà÷èò, èìååì

φv([Pi]Γ)− [Pi]Γ = [Pi]Γ′ − [Pi]Γ ∈ Z · [Sv].

×òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîðû îòðàæåíèé äåéñòâóþò íà K0 îòðàæåíèÿìè. Ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðèþ ãðóïï îòðàæåíèé è ñèñòåì êîðíåé, ïðåäïîëàãàÿ å¼ èçâåñòíîé ñëóøà-
òåëþ. Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó Z|Γ0| ñ
áèëèíåéíîé ôîðìîé QΓ. Êîðíåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð x ñ QΓ(x, x) = 2 (ò.å. qΓ(x) = 1). Îïå-
ðàòîðû îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîðíåé ñîõðàíÿþò ðåøåòêó Z|Γ0| è ïîäìíîæåñòâî êîðíåé.
Âåêòîðû ei, i ∈ Γ íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè, à êîðíè âèäà

∑
i xiei ñ xi > 0 � ïîëîæè-

òåëüíûìè êîðíÿìè. Ãðóïïîé Âåéëÿ W íàçûâàåòñÿ ãðóïïà èçîìåòðèé Z|Γ0|, ïîðîæä¼ííàÿ
îòðàæåíèÿìè â ïðîñòûõ êîðíÿõ. Åñëè ôîðìà QΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ìíîæåñòâî
êîðíåé è ãðóïïà Âåéëÿ êîíå÷íû. Áîëåå òîãî, ëþáîé êîðåíü ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöà-
òåëüíûé, è îòðàæåíèå â ïðîñòîì êîðíå ïåðåñòàâëÿåò âñå îòëè÷íûå îò íåãî ïîëîæèòåëüíûå
êîðíè. Åñëè êîë÷àí ñâÿçíûé, òî ãðóïïà Âåéëÿ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîðíÿõ.

Íàïîìíèì, ÷òî íåðàçëîæèìûå kΓ-ìîäóëè äåëÿòñÿ íà ðåãóëÿðíûå è íåðåãóëÿðíûå â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, êàê íà íèõ äåéñòâóþò ôóíêòîðû îòðàæåíèÿ. À èìåííî, íåðàçëîæèìûé
kΓ-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ +-ðåãóëÿðíûì (ñîîòâ. −-ðåãóëÿðíûì), åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ôóíêòîðîâ ïðàâûõ (ñîîòâ. ëåâûõ) îòðàæåíèé, ïðèìåí¼ííàÿ ê M , äà¼ò ñíîâà
kΓ-ìîäóëü. Ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî (Φ+)m(M) (ñîîòâ. (Φ−)m(M)) � ìîäóëè
ïðè âñåõ m > 0.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ãîâîðÿò, ÷òî íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëü M ïðåïðîåêòèâíûé (ñîîòâ. ïðå-
èíúåêòèâíûé), åñëè îí íå +-ðåãóëÿðíûé (ñîîòâ. íå −-ðåãóëÿðíûé). Èíûìè ñëîâàìè, M
ïðåïðîåêòèâíûé (ñîîòâ. ïðåèíúåêòèâíûé), åñëè äëÿ íåêîòîðîé +-äîïóñòèìîé (ñîîòâ. −-
äîïóñòèìîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí v1, . . . , vm â Γ îáúåêò Φ+

vm ◦ . . . ◦ Φ+
v1

(M) (ñîîòâ.
Φ−vm ◦ . . . ◦ Φ−v1(M)) íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì.

Ïðåïðîåêòèâíûå ìîäóëè óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ êîðíåé. À èìåííî, ïóñòüM ïðå-
ïðîåêòèâåí. Êàê ìû âèäåëè, äëÿ íåêîòîðîé +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vm
â Γ èìååì Φ+

vm ◦ . . . ◦ Φ+
v1

(M) ∼= Pv, ïðè÷¼ì â íîâîì êîë÷àíå v åñòü èñòî÷íèê, è Pv ∼= Sv.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî φvm ◦ . . . ◦ φv1([M ]) = ei. Òî åñòü, ýëåìåíò ãðóïïû Âåéëÿ ïåðåâîäèò [M ] â
ïðîñòîé êîðåíü, è ñëåäîâàòåëüíî [M ] òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, è îí î÷åâèäíî ïîëîæèòåëåí.
Èìååì îòîáðàæåíèå

κ : {ïðåïðîåêòèâíûå ìîäóëè}/∼= → {ïîëîæèòåëüíûå êîðíè},

ïåðåâîäÿùåå ìîäóëü â åãî êëàññ. Îíî èíúåêòèâíî, è âåðíî äàæå íåìíîãî áîëüøåå:

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü Γ � êîë÷àí áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. ÏóñòüM,N ∈ Ind(kΓ)
è [M ] = [N ] â K0(kΓ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí èç ìîäóëåé M,N ïðåïðîåêòèâíûé. Òîãäà
M ∼= N . Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå κ èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò +-äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåð-
øèí v1, . . . , vm, äëÿ êîòîðîé ôóíêòîð Φ+

vm ◦ . . . ◦ Φ+
v1
ïåðåâîäèò M èëè N â ïðîåêòèâíûé

ïðîñòîé ìîäóëü Pv (ãäå v � èñòî÷íèê â êîë÷àíå σ+
vm . . . σ

+
v1

Γ). Âûáåðåì òàêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìèíèìàëüíîé äëèíû, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Φ+

vm ◦ . . . ◦ Φ+
v1

(M) ∼= Pv ∼= Sv è
Φ+
vm ◦ . . .◦Φ+

v1
(N) =: N ′ � ìîäóëü. Ïðè ýòîì èìååì [Sv] = [N ′]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîäóëü N ′

ñ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè [Sv] = ev îáÿçàí áûòü èçîìîðôåí Sv. À çíà÷èò, M ∼= N .

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû ïîêàæåì, ÷òî κ � èçîìîðôèçì.

Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòü, êàê äåéñòâóåò ôóíêòîð Φ+ íà ãðóïïå K0. Íàïîìíèì,
÷òî Φ+ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ îòðàæåíèÿ Φ+

vn ◦ . . .◦Φ+
v1
, ãäå v1, . . . , vn

� ëþáàÿ +-äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðàÿ êàæäàÿ âåðøèíà Γ âñòðå÷àåòñÿ
ðîâíî îäèí ðàç. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð w íà K0(kΓ) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Êîêñòåðà. Îí ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòðàæåíèé â ïðîñòûõ êîðíÿõ σvn ◦ . . . ◦ σv1 . Òî åñòü,
ïðåîáðàçîâàíèå Êîêñòåðà íå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé, à åù¼ çàâèñèò îò
îðèåíòàöèè íà êîë÷àíå.

Îáîçíà÷èì C :=
∑

i∈Γ0
Z>0ei ⊂ Z|Γ0|.

Ëåììà 10. Ïóñòü ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, w � ïðåîáðàçîâàíèå Êîêñòåðà
íà Z|Γ0|. Òîãäà

(a) 1 �íå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå w,

(b) äëÿ ëþáîãî x ∈ C, x 6= 0 ñóùåñòâóåò m > 0, äëÿ êîòîðîãî wm(x) /∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü x ∈ R|Γ0| è w(x) = x. Òî åñòü,

(1) σevn . . . σev1 (x) = x,

ãäå êàæäàÿ âåðøèíà êîë÷àíà âõîäèò îäèí ðàç â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1, . . . , vn. Çàìåòèì,
÷òî îòðàæåíèå σei ìåíÿåò òîëüêî i-þ êîîðäèíàòó âåêòîðà. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (1) ñëåäó-
åò, ÷òî σei(x) = x ïðè âñåõ i, ò.å. x îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì ei. Òàê êàê QΓ íåâûðîæäåíà,
ïîëó÷àåì x = 0.
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(b) Òàê êàê ãðóïïà Âåéëÿ êîíå÷íà, ñóùåñòâóåò òàêîå N > 0, ÷òî wN = id. Ïóñòü wi ∈ C
ïðè âñåõ i > 0. Ðàññìîòðèì y :=

∑N−1
i=0 wi(x). Ìû âèäèì, ÷òî w(y) = y, ïî ïóíêòó (a)

ïîëó÷àåì y = 0. Íî C � ïåðåñå÷åíèå îêòàíòà ñ ðåø¼òêîé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî wi(x) = 0
ïðè âñåõ i è x = 0.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü Γ � êîë÷àí, äëÿ êîòîðîãî ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òîãäà îòîáðàæåíèå

κ : {ïðåïðîåêòèâíûå ìîäóëè} → {ïîëîæèòåëüíûå êîðíè}

åñòü áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîñòîñòü ïîêàçàíà â ïðåäëîæåíèè 9, ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü.
Ïóñòü x � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Â ÷àñòíîñòè, x ∈ C. Ïî ëåììå 10 ïðè íåêîòîðîì m′

èìååì wm
′
(x) /∈ C. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåð-

øèí v1, . . . , vm èìååì φvm ◦ . . . ◦ φv1(x) /∈ C (ãäå φv = σev � îòðàæåíèå â êîðíå). Âûáåðåì
òàêîå ìèíèìàëüíîå m, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî φvk ◦ . . . ◦ φv1(x) ∈ C ïðè âñåõ 1 6 k < m.
Îáîçíà÷èì y := φvm−1 ◦ . . .◦φv1(x). Ýòîò y � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü è φvm(y) /∈ C. Òàê êàê
φvm = σevm ïåðåñòàâëÿåò âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, êðîìå evm , ïîëó÷àåì, ÷òî y = evm .

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ìîäóëÿì è ïðîäåëàåì îòðàæåíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå: ïîëîæèì

M := Φ−v1 ◦ . . . ◦ Φ−vm−1
(Pvm).

Ëåãêî âèäåòü (òàê êàê Pvm
∼= Svm), ÷òî

[M ] = φv1 ◦ . . . ◦ φvm−1(y) = x.

Áîëåå òîãî, ïðè ëþáîì 1 6 k < m êëàññ îáúåêòà

Φ−vk ◦ . . . ◦ Φ−vm−1
(Svm)

åñòü
φvk ◦ . . . ◦ φvm−1(y) = φvk−1

◦ . . . ◦ φv1(x).

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ýòî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, è çíà÷èò âñå îáúåêòû Φ−vk ◦ . . . ◦
Φ−vm−1

(Pvm) è â òîì ÷èñëå M ñóòü ìîäóëè, à íå ñäâèãè ìîäóëåé.
Òàêèì îáðàçîì, κ(M) = [M ] = x, è î÷åâèäíî, ÷òî M ïðåïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 12. Äëÿ êîë÷àíà Γ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôîðìîé qΓ ìíîæåñòâà
ïðåïðîåêòèâíûõ è ïðåèíúåêòèâíûõ ìîäóëåé ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 11 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâèå M 7→ [M ]
çàäà¼ò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïðåèíúåêòèíûõ ìîäóëåé è ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Èç
ïðåäëîæåíèÿ 9 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ïðåïðîåêòèâíûå è ïðåèíúåêòèâíûå ìîäóëè ñîâïàäàþò.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êîë÷àíîâ Äûíêèíà ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé íåò.

Ïðåäëîæåíèå 13. Äëÿ êîë÷àíà Γ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôîðìîé qΓ ëþáîé íåðàç-
ëîæèìûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðåïðîåêòèâíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ∈ Ind(kΓ) è x := [M ], èìååì x ∈ C. Òàê æå, êàê â äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 11, ñ ïîìîùüþ ëåììû 10 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé +-äîïóñòèìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí v1, . . . , vm èìååì φvk ◦ . . . ◦ φv1(x) ∈ C ïðè âñåõ 1 6 k < m, íî
φvm ◦ . . . ◦ φv1(x) /∈ C. Îáîçíà÷èì y := φvm−1 ◦ . . . ◦ φv1(x). Ýòîò y ∈ C è φvm(y) /∈ C. Ïðè
ýòîì φvm(y) � êëàññ íåðàçëîæèìîãî îáúåêòà, êîòîðûé îáÿçàí áûòü ñäâèãîì ìîäóëÿ íà −1.
Çíà÷èò, φvm(y) ∈ −C. Îïåðàòîð φvm = σevm ìåíÿåò òîëüêî îäíó, vm-þ êîîðäèíàòó âåêòîðà,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y = d · evm , ãäå d > 0. Ïðè ýòîì y åñòü êëàññ íåðàçëîæèìîãî ìîäóëÿ
Φ+
vm−1
◦ . . . ◦ Φ+

v1
(M) =: N . Âèäíî, ÷òî N îáÿçàí áûòü èçîìîðôåí Sdvm , è çíà÷èò d = 1. Íà-

êîíåö, vm � èñòî÷íèê â σ+
vm−1

. . . σ+
v1

Γ, è çíà÷èò N ∼= Pvm . Òî åñòü, M ïðåïðîåêòèâíûé.

Èòîãî, ìû äîêàçàëè: Ïóñòü Γ � êîë÷àí Äûíêèíà. Òîãäà ìíîæåñòâî Ind(kΓ) êî-
íå÷íî, ñîñòîèò èç ïðåïðîåêòèâíûõ è îäíîâðåìåííî ïðåèíúåêèâíûõ ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâèå
M 7→ [M ] çàäà¼ò áèåêöèþ ìåæäó Ind(kΓ) è ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé â K0(kΓ)
îòíîñèòåëüíî ôîðìû QΓ.

Ïðèìåð 14. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîë÷àí òèïà An:

1→ 2→ . . .→ n.

Êîðíè èìåþò âèä ±αij = ±(ei + . . .+ ej), ãäå 1 6 i 6 j 6 n. Êîðíè αij � ïîëîæèòåëüíûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåðàçëîæèìûå ìîäóëè èìåþò âèä

Mij : (0 . . . k← k← . . .← k . . . 0)

(ãäå k ñòîèò â âåðøèíàõ i, i + 1, . . . , j). Ìîäóëè M1j = Pj ïðîåêòèâíû, ìîäóëè Min = Ii
èíúåêòèâíû, ìîäóëè Mii = Si ïðîñòûå.

Ïðèìåð 15. Ðàññìîòðèì êîë÷àí Êðîíåêåðà:

1 ++ 33 2.

Ôîðìà Òèòñà èìååò âèä q(x) = x2
1−2x1x2 +x2

2 = (x1−x2)2, îíà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà,
íî íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ôîðìà èìååò ÿäðî, ïîðîæä¼ííîå âåêòîðîì (1, 1). Êîðíÿìè
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû (m,m+ 1) è (m+ 1,m), ãäå m ∈ Z. Èìååì

[P1] = (1, 0), [P2] = (2, 1), [I1] = (1, 2), [I2] = (0, 1).

Ïðåîáðàçîâàíèå Êîêñòåðà ñîõðàíÿåò âåêòîð (1, 1), ïåðåâîäèò (m + 1,m) â (m − 1,m − 2)
è (m,m + 1) â (m + 2,m − 1). Òåì ñàìûì, ïðåïðîåêòèâíûå ìîäóëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì âèäà (m+ 1,m), à ïðåèíúåêòèâíûå � âåêòîðàì âèäà (m,m+ 1),
ãäå m > 0.

Âñå ðåãóëÿðíûå ìîäóëè èìåþò êëàññ âèäà (m,m). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî âåêòîðà ðàç-
ìåðíîñòè èìååòñÿ îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé.
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