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ËÈÑÒÎÊ 2: ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÈ È ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÂÅÅÐÛ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè âñå åãî
ñîáñòâåííûå ãðàíè � ñèìïëåêñû, è íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé åãî âåð-
øèíå ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè n ãèïåðãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 åñëè ìíîãî-
ãðàííèê ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðîñòûì è ñèìïëèöèàëüíûì, òî ýòî � ñèìïëåêñ.

2. Äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå MR îïðåäåëèì åãî
ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî êàê

P ∗ = {u ∈M∗
R : 〈u , x 〉+ 1 > 0 äëÿ âñåõ x ∈ P}.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) P ∗ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì (â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíî) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ intP ;

á) (P ∗)∗ = conv(P,0), òàê ÷òî P ⊂ (P ∗)∗ è (P ∗)∗ = P , åñëè 0 ∈ P .

3. Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó
èõ ãðàíÿì ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, âñå äâóìåð-
íûå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêàìè, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí
n-ìåðíîìó êóáó.

4. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîëó÷àåìûõ ðàçðåçàíèåì ñèì-
ïëåêñà∆n ãèïåðïëîñêîñòüþ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû, êîìáèíàòîðíî ýêâèâà-
ëåíòåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìïëåêñîâ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî êàæäûé n-ìåðíûé
ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ñ n+ 2 ãèïåðãðàíÿìè êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí (è äàæå
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòåí) ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìïëåêñîâ.

5. Ïóñòü n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê P çàäàí êàê ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ (ò. å.
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ) â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå MR:

P = {x ∈MR : 〈a i, x 〉+ bi > 0, i = 1, . . . ,m},

ãäå a i ∈ M∗
R, bi ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè íåðàâåíñòâ 〈a i, x 〉 + bi > 0 íåò

ëèøíèõ, ò. å. óäàëåíèå ëþáîãî íåðàâåíòâà èç ñèñòåìû èçìåíÿåò çàäàâàåìîå èìè
ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå ìíîæåñòâî

Fi = {x ∈ P : 〈a i, x 〉+ bi = 0}

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà P .

6. Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Äëÿ êàæäîé ãðàíè Q ⊂ P
ðàññìîòðèì êîíóñ

σQ = {u ∈M∗
R : 〈u , x ′〉 6 〈u , x 〉 äëÿ ëþáûõ x ′ ∈ Q è x ∈ P},

äâîéñòâåííûé ê ìíîãîãðàííîìó óãëó ïðè ãðàíèQ (ïîðîæä¼ííîìó âñåìè âåêòîðàìè
x − x ′ èç x ′ ∈ Q â x ∈ P ). Äîêàæèòå, ÷òî êîíóñ σQ èìååò ìèíèìàëüíûé íàáîð
îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ a i, äëÿ êîòîðûõ Q ⊂ Fi.
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7. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð êîíóñîâ ΣP = {σQ : Q åñòü ãðàíü â P} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
âååðîì â ïðîñòðàíñòâå NR = M∗

R, ïðè÷¼ì ýòîò âååð ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 0 ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííîñòè P , íî âååð ΣP ñîñòîèò èç
êîíóñîâ íàä ãðàíÿìè ïîëÿðíîãî ìíîãîãðàííèêà P ∗.

9. Îïðåäåëèì îïîðíóþ ôóíêöèþ ψP : M∗
R → R âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P ∈ MR

ôîðìóëîé
ψP (u) = min

x∈P
〈u , x 〉.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ôóíêöèÿ ψP íåïðåðûâíà íà M∗
R è ëèíåéíà íà êîíóñàõ σ íîðìàëüíîãî âåå-

ðà ΣP , ò. å. ψP (u) = 〈u ,mσ〉 ïðè u ∈ σ äëÿ íåêîòîðîãî mσ ∈MR;
á) ôóíêöèÿ ψP ñòðîãî âûïóêëà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëü-

íîãî (n-ìåðíîãî) êîíóñà σ ∈ ΣP ïðè u /∈ σ èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
ψP (u) < 〈u ,mσ〉.


