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1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µ : Cm → Rm äëÿ ïîêîîðäèíàòíîãî äåé-
ñòâèÿ òîðà Tm íà Cm ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω = i

∑m
k=1 dzk ∧ dzk èìååò âèä

µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2).
2. Ïóñòü äàíî ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå òîðà T íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèW
ñ ñîáñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìîìåíòîâ µ : W → t∗. Ïóñòü u ∈ t∗ � ðåãóëÿðíîå
çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ, ò. å. äèôôåðåíöèàë Dµ : TxW → t∗ ñþðúåêòèâåí
äëÿ ëþáîãî x ∈ µ−1(u). Äîêàæèòå, ÷òî

à) ìíîæåñòâî óðîâíÿ µ−1(u) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì T -èíâàðèàíòíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â W ;

á) äåéñòâèå òîðà T íà µ−1(u) ïî÷òè ñâîáîäíî (âñå ñòàáèëèçàòîðû êîíå÷íû).

3. Ïóñòü
P = {u ∈ N∗

R : 〈a i,u〉+ bi > 0, i = 1, . . . ,m}
� äåëüçàíîâ ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè â ðåø¼òêåN∗ ∼= Zn, a1, . . . ,am � åãî âíóò-
ðåííèå ïðèìèòèâíûå íîðìàëè ãðàíåé, ΣP � ñîîòâåòñòâóþùèé íåîñîáûé íîðìàëü-
íûé âååð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ðåø¼òîê A : Zm → N , e i 7→ a i, è ñîîòâåòñòâó-
þùèé ãîìîìîðôèçì (êîìïàêòíûõ) òîðîâ expA : Tm → TN , ãäå TN = N⊗ZS1 ∼= Tn.
Îïðåäåëèì ãðóïïó K èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ K −→ Tm −→ TN −→ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî K ∼= Tm−n.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ

µP : Cm µ−→ Rm Γ−→ k∗

äëÿ äåéñòâèÿ òîðà K íà Cm, ïîëó÷àåìîãî îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ
òîðà Tm, è ïîëîæèì b = (b1, . . . , bm)t. Äîêàæèòå, ÷òî

á) u = Γb ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ µP ;
â) äåéñòâèå òîðà K íà µ−1(u) ñâîáîäíî;
ã) µ−1(u) ⊂ U(ΣP ), ãäå U(ΣP ) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Cm (äîïîëíåíèå

íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé), çàäàâàåìîå âååðîì ΣP , ñì. çàäà÷ó 4.4.

Ãëàäêîå (m + n)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ZP = µ−1(u) íàçûâàåòñÿ ìîìåíò-óãîë-

ìíîãîîáðàçèåì, àMP = µ−1(u)/K � ãàìèëüòîíîâûì òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîãîãðàííèêó P .

4. Ïóñòü Σ � ïîëíûé íåîñîáûé âååð â R2 c îäíîìåðíûìè êîíóñàìè, ïîðîæä¼ííûìè
âåêòîðàìè e1, e2, −e1 + ke2 è −e2, çàäàþùèé ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Hk, k ∈ Z.

à) Óáåäèòåñü, ÷òî Σ � íîðìàëüíûé âååð äåëüçàíîâîãî ÷åòûð¼õóãîëüíêà P ñ
âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0), (k + 1, 1) è (0, 1).

á) Çàïèøèòå ÿâíî â êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µP è ïåðåñå÷åíèå
êâàäðèê, çàäàþùåå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZP .
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â) Äîêàæèòå, ÷òî ZP äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ S3 × S3, ãäå

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}
� åäèíè÷íàÿ ñôåðà â C2.

ã) Ïðåäñòàâüòå ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Hk â âèäå ôàêòîðìíîãîîáðàçèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ S3 × S3 ïî ÿâíî çàäàííîìó äâóìåðíîìó ïîäòîðó â T4.

5∗. Ïóñòü P � äåëüçàíîâ ïÿòèóãîëüíèê â R2 ñ âåðøèíàìè (0, 0), (2, 0), (2, 1), (1, 2)
è (0, 2). Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZP äèôôåî-
ìîðíî (S3×S4)#5 � ñâÿçíîé ñóììå ïÿòè ýêçåìïëÿðîâ ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð S3×S4.


