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Â ýòîé ëåêöèè ìû çàâåðøàåì ïðåäâàðèòåëüíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäó-
ëåé êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ.

3.0. Ôóíêòîð ñåìåéñòâ

3.0.0. Îñíîâíàÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ. Â ýòèõ ëåêöèÿõ ìû
èçáåãàåì ïîãðóæåíèÿ â ïðîáëåìû îñíîâàíèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïî âîç-
ìîæíîñòè ïûòàÿñü îãðàíè÷èòüñÿ ìèíèìàëüíûìè ñðåäñòâàìè.

Îäíàêî ñåãîäíÿ íàì óæå íóæíî ïîíÿòèå ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî
îáúåêòà, è ìû ñòîèì ïåðåä âûáîðîì: îãðàíè÷èòüñÿ ëè êâàçèïðîåêòèâíûìè

ìíîãîîáðàçèÿìè íàä k? Èëè ðàáîòàòü ñ àáñòðàêòíûìè, ïîäðîáíî îïèñàííûìè
â [Øàôàðåâè÷2007]? Èëè ñ (ïðåä)ñõåìàìè, èçó÷èâ, íàïðèìåð, [EisHar1998]?
Èëè ñ ýòàëüíûìè òîïîëîãèÿìè, ñëåäóÿ ââîäíûì ãëàâàì [Ìèëí2000]? Èëè ñ
÷åì-òî åù¼ áîëåå îáùèì?

Âûáèðàÿ áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû, ìû ýêîíîìèì âðåìÿ íà èçó÷åíèå òðóäíûõ
îñíîâàíèé è äîáèâàåìñÿ ïîëíîé óâåðåííîñòè â ïîíèìàíèè îáúåêòîâ, ñ êîòî-
ðûìè ðàáîòàåì (êîãäà ìíîãîîáðàçèå çàäàíî óðàâíåíèÿìè â ïðîåêòèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, íàì íå íàäî çàäóìûâàòüñÿ îá îòäåëèìîñòè...); äëÿ íàøèõ íåïîñðåä-
ñòâåííûõ öåëåé êâàçèïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, âûáîð áîëåå îáùåãî êëàññà îáúåêòîâ äà¼ò âîçìîæíîñòü äóìàòü î ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ íà specZ, èñïîëüçîâàòü íèëüïîòåíòû
ïðè èçó÷åíèè äåôîðìàöèé è ò. ï.

Ìû óêëîíÿåìñÿ îò âûáîðà, ôèêñèðóåì êàòåãîðèþ, êîòîðîé äà¼ì íåñêîëüêî äâó-
ñìûñëåííîå èìÿ

BAS.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî áàçîâàÿ êàòåãîðèÿ äëÿ âñåõ íàøèõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ
ðàññìîòðåíèé; ñ äðóãîé, å¼ îáúåêòû â îñíîâíîì áóäóò ñëóæèòü áàçàìè ñå-

ìåéñòâ êðèâûõ (ýòî ïîíÿòèå âñêîðå áóäåò îïðåäåëåíî).

Ìû íå áóäåì ñîñòàâëÿòü ïîëíîãî ñïèñêà àêñèîì êàòåãîðèè BAS � ýòî çàíÿòèå
ãðîçèëî áû îòïðàâèòü íàñ â áåçäíó îñíîâàíèé (ñì. [GroDie1960]). Îãðàíè÷èì-
ñÿ ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè.

• (Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãðîòåíäèêà). Êàæäûé îáúåêò B ∈∈ BAS ñíàá-

æ¼í ìîðôèçìîì B → spec(k) êàê ýëåìåíòîì îñíîâíîé ñòðóêòóðû. Òàê, âñå
êîëüöà (ñå÷åíèÿ ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà) ÿâëÿþòñÿ k-àëãåáðàìè.
• Ãëàäêèå ïîëíûå êðèâûå � îáúåêòû BAS.
• ÂñåMg(k) � îáúåêòû BAS.
• Â BAS ñóùåñòâóþò ðàññëî¼ííûå ïðîèçâåäåíèÿ. (ñì. [Ìàíèí2012]) Äëÿ äàí-
íûõ ìîðôèçìîâ π : X → B è π′ : X ′ → B êàòåãîðèè BAS â ñëó÷àå, êîãäà
îáúåêòû � ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàññëî¼ííîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(X , π)×B (X ′π′) := {(P, P ′) ∈ X × X ′ | π(P ) = π′(P ′)};

óêàçàíèå íà ìîðôèçìû îáû÷íî îïóñêàåòñÿ. Â îáùåêàòåãîðíûõ òåðìèíàõ ðàñ-
ñëî¼ííîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
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X ×B X ′

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå êàòåãîðèè � îò êâàçèïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé äî
ýòàëüíûõ òîïîëîãèé � ãîäÿòñÿ íà ðîëü BAS.

3.0.1. Ñëîè ìîðôèçìîâ. Ïóñòü ϕ : X→ Y � ìîðôèçì êàòåãîðèè BAS. Äëÿ
òî÷êè Q ∈ Y òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïðîîáðàçà êàê ìíîæåñòâà
ϕ−1◦(Q) := {P ∈ X | ϕ(P ) = Q} íå ãîäèòñÿ: âî-ïåðâûõ, îíî íå íàäåëÿåò ïðî-
îáðàç ñòðóêòóðîé îáúåêòà BAS, à, âî-âòîðûõ, âîîáùå íå èìååò ÿñíîãî ñìûñëà
äëÿ â ñëó÷àå íå-òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ êàòåãîðèé BAS � íàïðèìåð, êà-
òåãîðèè ýòàëüíûõ òîïîëîãèé.

×òîáû èñïðàâèòü ïîëîæåíèå, íàäî ïðåæäå âñåãî ìîäèôèöèðîâàòü ïîíÿòèåòî÷-
êè îáúåêòà êàòåãîðèè BAS. Ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé òî÷êè, spec(k), ó íàñ åñòü,
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è îñòà¼òñÿ çàìåíèòü ïîíÿòèå êëàññè÷åñêîé òî÷êè Q ∈ Y íà âëîæåíèå

ιQ : spec(k) −→ Y : {0} 7→ Q.

(íàïîìíèì, ÷òî êàê ìíîæåñòâî spec(k) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà �
íóëåâîãî èäåàëà). Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü ñëîé ìîðôèçìà, òî åñòü ïðî-
îáðàç �òî÷êè� (êîòîðûé ìû âðåìåííî îáîçíà÷àåì òàê æå, êàê â òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ êàòåãîðèÿõ), êàê ðàññëî¼ííîå ïðîèçâåäåíèå

ϕ−1◦(ιQ) :=
(
spec(k), ιQ

)
×Y (X, ϕ) (3.0.1a)

� â áîëåå òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäîâàëî áû íàïèñàòü
êàê spec(k)×Y X, ïîñêîëüêó ìîðôèçìû ιQ è ϕ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî êîíòåê-
ñòó.

Îïðåäåëåíèå (3.0.1a) àâòîìàòè÷åñêè íàäåëÿåò ñëîè ìîðôèçìîâ ñòðóêòóðàìè
îáúåêòîâ BAS.

3.0.2. Ñåìåéñòâà êðèâûõ. Òåïåðü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ìîðôèçìàõ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü

$ : X → B

(îáîçíà÷åíèå çàèìñòâîâàíî èç êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [Kod2005]) è íàçûâàòü
ñåìåéñòâàìè êðèâûõ íàä áàçîé B. Ñàìè ïðîñòðàíñòâà X áóäóò íàçûâàòüñÿ
òåëàìè ñåìåéñòâ. Ñëîè ýòèõ ìîðôèçìîâ áóäåì îáîçíà÷àòü äëÿ B ∈ B

$−1◦(B) =: XB .

Íà áàçû B ∈∈ BAS ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, òîãäà êàê îò
ñëî¼â XB òðåáóåì, ÷òîáû îíè áûëè ãëàäêèìè ïîëíûìè íåïðèâîäèìûìè êðèâû-

ìè íàä k � êàê è âûøå, ñîêðàòèì ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå äî êðèâûìè.

Ñåìåéñòâî B × X ñ ïðîåêöèåé $ : B × X → B : (B,P ) 7→ B íàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì.

Îáû÷íî íà ñåìåéñòâà êðèâûõ íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå áûòü ïëîñêèìè, íî íàøå

óñëîâèå íà ñëîè ñèëüíåå; â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìíûå ïðîîáðà-

çû, ñëîè îäíîêðàòíû.

Â ñëó÷àå k = C óñëîâèå íà ñåìåéñòâà êðèâûõ ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî â êàòåãîðèè ãëàä-

êèõ âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé îíè îáðàçóþò ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ.

Âàæíåéøàÿ êîíñòðóêöèÿ � ïîñòðîåíèå èíäóöèðîâàííîãî1 ñåìåéñòâà: ïî äâóì
îáúåêòàì B,B′ ∈∈ BAS, ìîðôèçìó α ∈ MorBAS(B,B′) è ñåìåéñòâó êðèâûõ
$′ : X ′ → B′ ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî X := B ×B′ X ′, â êîòîðîì ïðîåêöèÿ $ îïðå-
äåëÿåòñÿ èç (âõîäÿùåé â îïðåäåëåíèå ðàññëî¼ííîãî ïðîèçâåäåíèÿ) äèàãðàììû

X

?

B′

X ′
@
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B
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1âèäèìî, õîðîøåãî ðóññêîãî àíàëîãà ñëîâà pullback íå ïðèäóìàíî...
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Íàïîìíèì, ÷òî2 X = {(Q′, B) ∈ X ′ × B | $′(Q′) = α(B)}; èíäóöèðîâàííîå
ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ìîðôèçìîì $ : X → B : (Q′, B) 7→ B. Ìîðôèçì òåë
ñåìåéñòâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ α̂ : X → X ′(Q′, B) 7→ Q′. Âåðòèêàëüíàÿ
ñòðåëêà $′ ◦ α = α ◦$ íàïîìèíàåò î òîì, ÷òî

â ñåìåéñòâå $ : X → B íàä òî÷êîé B ∈ B âèñèò êðèâàÿ X ′α(B).

Ïåðåõîä îò èñõîäíîãî øòðèõîâàííîãî ñåìåéñòâà $′ : X ′ → B′ ê íåøòðèõîâàí-
íîìó $ : X → B : (Q′, B) 7→ B íàçûâàåòñÿ çàìåíîé áàçû.

Äàëåå äëÿ êðèâîé X ðîäà g ÷åðåç [XB ] ∈Mg áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ å¼ êëàññ èçî-
ìîðôíîñòè.

Ëþáîå ñåìåéñòâî $ : X → B êðèâûõ ðîäà g îïðåäåëÿåò êëàññèôèöèðóþùåå

îòîáðàæåíèå

classX : B −→Mg(k) : B 7→ [XB ],

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå áàçû êëàññ èçîìîðôíîñòè âèñÿùåé íàä íåé êðè-
âîé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà, î÷åâèäíî, ïîñòîÿí-
íî.

Ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî êëàññèôèöèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ � ìîðôèçìû â êàòåãîðèè

BAS. Ýòî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ñòðóêòóð íà ìíîæåñòâàõMg.

3.0.3. Îïðåäåëåíèå ôóíêòîðà ñåìåéñòâ. Ââåä¼ì ïîíÿòèå, ïî çíà÷èìîñòè
ñðàâíèìîå ñ ïîíÿòèåì ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ. Èäåéíî îíî çíàìåíóåò ïå-
ðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ �âñåõ êðèâûõ� ê ðàññìîòðåíèþ �âñåõ ñåìåéñòâ êðèâûõ�.
Â íàøåì èçëîæåíèè îáñóæäàåìîå ïîíÿòèå ñîäåðæèò íåêîòîðóþ íåîïðåäåë¼í-
íîñòü, ïîñêîëüêó çàâèñèò îò âûáîðà êàòåãîðèè BAS.

Ôóíêòîðîì ñåìåéñòâ êðèâûõ (ðîäà g) íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð

famg : BAS −→−→ SET : B 7→7→ {$ : X → B | ...}
≈

,

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé áàçå ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ñåìåéñòâ êðè-
âûõ (ðîäà g) íàä íåé.

Â ìàòåìàòèêå ÕÕ âåêà âàæíîå ìåñòî çàíèìàëè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè �÷åãî-òî
ïåðåìåííîãî� íàä "÷åì-òî ôèêñèðîâàííûì" (âïðî÷åì, ñôîðìóëèðîâàííûé âû-
øå ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãðîòåíäèêà ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé
èíòåðïðåòàöèè ïðåäëîãà íàä ñâîäèòü àáñîëþòíîå ê îòíîñèòåëüíîìó).

2â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ êàòåãîðèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äëÿ íàñ îñíîâíûìè
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Òàê, âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè ôèãóðèðóþò "âñå� ðàññëî-
åíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé áàçîé3. Íà ýòîì ïóòè âîçíèêàþò êëàññèôèöèðóþùèå

ïðîñòðàíñòâà: ôóíêòîðû ñåìåéñòâ â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè îêàçûâà-
þòñÿ ïðåäñòàâèìûìè (ñì., íàïðèìåð, [May1975]). Íàä êëàññèôèöèðóþùèìè
ïðîñòðàíñòâàìè îáíàðóæèâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ðàññëîåíèÿ, ðàññëîåíèÿ íàä
âñåìè áàçàìè îêàçûâàþòñÿ ïðîîáðàçàìè óíèâåðñàëüíûõ è êëàññèôèöèðóþòñÿ
ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè îòîáðàæåíèé áàç â êëàññèôèöèðóþùèå ïðîñòðàí-
ñòâà. Âîçíèêàþò ôóíäàìåíòàëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé...

Íî ñ íàøèì âñ¼ îêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè óíèâåðñàëüíûå

ñåìåéñòâà êðèâûõ, òî åñòü íàä êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé âèñåëà
áû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé òî÷êå êðèâàÿ, òî âñå ñåìåéñòâà êðèâûõ òîæå îïè-
ñûâàëèñü áû êëàññèôèöèðóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè. Îäíàêî óíèâåðñàëüíûå ñå-
ìåéñòâà êðèâûõ îñòàþòñÿ íåñáûòî÷íîé ìå÷òîé...

3.0.3. Íåïðåäñòàâèìîñòü ôóíêòîðà ñåìåéñòâ. Äëÿ ðàçðóøåíèÿ ìå÷òû äî-
ñòàòî÷íî îäíîãî ïðèìåðà.

Ðàññìîòðèì ïðè k = C ñåìåéñòâî êðèâûõ, çàäàííîå óðàâíåíèåì

y2 = x3 − ε; (3.0.3a)

ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ε ∈ B = Ċ := C \ {0}, à óðàâíåíèå (3.0.3a) ïîíèìàåòñÿ
êàê óðàâíåíèå ñëî¼â ñåìåéñòâà çàïèñàííîå ïðè ôèêñèðîâàííîì ε â àôôèííûõ
êîîðäèíàòàõ.

Ñëîè ñåìåéñòâà î÷åâèäíî èçîìîðôíû: j-èíâàðèàíò òîæäåñòâåííî ðàâåí 0. Ñå-
ìåéñòâî, îäíàêî, íåòðèâèàëüíî; ïðîùå âñåãî óáåäèòüñÿ â ýòîì, âû÷èñëèâ ìî-

íîäðîìèþ (ïðåîáðàçîâàíèå ãîìîëîãèé ñëîÿ) ïðè îáõîäå ε = 0 (çàäà÷à 3.5).

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ñåìåéñòâî (3.0.3a) èçîòðèâèàëüíî: îíî ñòàíîâèòñÿ òðè-
âèàëüíûì ïðè çàìåíå áàçû, ïîçâîëÿþùåé ââåñòè 6

√
ε. Òî÷íåå, ïðè çàìåíå áàçû

A1 → A1, èìåþùåé â êîîðäèíàòàõ âèä ε = δ6, óðàâíåíèå ñëîÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
y2 = x3 − δ6, è çàìåíà êîîðäèíàò (x = δ2x1, y = δ3y1) òðèâèàëèçóåò óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà äî ïîñòîÿííîãî y2

1 = x3
1 − 1.

Ìû óáåäèëèñü â íåïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà fam1; íåñëîæíûå ìîäèôèêàöèè
ýòîãî ïðèìåðà óáåæäàþò â íåïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðîâ famg è ïðè g > 1.

3.1. Ïðèáëèæåíèÿ ê ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà ñåìåéñòâ

3.1.0. Ìîäóëè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè M̂g è ñòåêè. Îò êàòå-
ãîðèè êðèâûõ ìîæíî ìíîãèìè ñïîñîáàìè �ïîäíÿòüñÿ� äî êàòåãîðèè ïàð (X, s),
ãäå s � êàêàÿ-òî äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. Íå áóäåì óòî÷íÿòü ýòî ïîíÿòèå,
à îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì ïðèìåðîâ, ïîòðåáîâàâ ëèøü, ÷òîáû áûë îïðåäåë¼í
çàáûâàþùèé ôóíêòîð

(X, s) 7→7→ X,

3ìû íåìíîãî ïîãîâîðèëè îá ýòîì â ëåêöèè 1, íàïîìèíàÿ î ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿõ è ãðóïïå
Ïèêàðà � íå óïîìèíàÿ, âïðî÷åì, èíòåðåñíûõ è âàæíûõ êàòåãîðíûõ êîíñòðóêöèé, ïàðàëëåëü-
íûõ òîìó, ÷òî îáñóæäàåòñÿ ñåé÷àñ.
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ïåðåâîäÿùèé â äàííóþ êðèâóþ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð. Äëÿ êàæäîé òàêîé
ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòó-

ðàìè

M̂g :=
(X, s)

≈
è �çàáûâàþùåå� îòîáðàæåíèå

M̂g −→Mg : [(X, s)] 7→ [X],

êîòîðîå äîëæíî ïåðåâîäèòü â äàííóþ êðèâóþ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð.

Ïðèìåð âñòðå÷àëñÿ íàì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè: êðèâàÿ X ðîäà 1 íàäåëÿëàñü
ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ∞; â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðóêòóðû ôèêñèðîâàëñÿ èçîìîðôèçì

s : tors2(X)
'→ F2 ⊕ F2

ãðóïïû òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ôèêñèðîâàííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì
ðàçìåðíîñòè 2 íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Âîçíèêàþùåå ïðîñòðàíñòâî ìî-
äóëåé ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåìîé ñòðóêòóðîé óðîâíÿ 2, åñòå-
ñòâåííî îòîæäåñòâëÿëîñü ñ äâàæäû ïðîêîëîòîé ïðÿìîé

M̂1(k) ' k̈.

Åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìûé ôóíêòîð ñåìåéñòâ êðèâûõ ðîäà 1 ñ óêàçàííîé äî-
ïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì: âñå ñåìåéñòâà èíäóöè-
ðóþòñÿ ñ óíèâåðñàëüíîãî

y2 = x(x− 1)(x− t).
Â çàäà÷å 3.6 ïðåäëàãàåòñÿ óòî÷íèòü äåòàëè.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ïðèâåäåíû äðóãèå ïðèìåðû. Äëÿ ëþáîãî ðîäà â èçîáè-

ëèè ñóùåñòâóþò ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé âèäà M̂g(k), íàä êàæäûì èç êîòîðûõ
èìååòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ êðèâàÿ, ãàðàíòèðóþùàÿ ïðåäñòàâèìîñòü ôóíêòîðà ñå-
ìåéñòâ. Òàêèì îáðàçîì, íåïðåäñòàâèìîñòü èñõîäíîãî ôóíêòîðà ñåìåéñòâ âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ ââåäåíèåì ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð íà êðèâûõ.

×òî êàñàåòñÿ ïåðåõîäà îò ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåéMg(k) ê ñòåêàì Mg(k), îãðàíè-
÷èìñÿ áåãëûì è íåôîðìàëüíûì óïîìèíàíèåì Ãðîòåíäèêîâñêîé èäåè, â íàøèõ

îáîçíà÷åíèÿõ áëèçêîé ê ðàññìîòðåíèþ �âñåõ� íàêðûòèé M̂g → Mg ÎÄÍÎ-
ÂÐÅÌÅÍÍÎ. Ýòî âûâîäèò çà ïðåäåëû òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêè
è ïðèâîäèò ê òîïîëîãèÿì Ãðîòåíäèêà, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿÿ îñíîâàíèÿ, íî
óïðîùàÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû; ñì. [Ìàìôîðä1969].

3.1.1. Ñëîè ñåìåéñòâ âèäà X/AutX. Äðóãîé êîìïðîìèññ èìååò ñìûñë äëÿ
ðîäîâ g ≥ 3, õîòÿ ñ åãî èäååé ìû âñòðå÷àëèñü, îáñóæäàÿ â ïðîøëîé ëåêöèè
�ïî÷òè óíèâåðñàëüíîå� ñåìåéñòâî

y2 = x3 − 27

4

j

j − 1728
(x+ 1).

Åñëè ïîíèìàòü åãî êàê ñåìåéñòâî êðèâûõ ðîäà 1 ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (ñì.
ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë) � à ýòî âïîëíå çàêîííî, ïîñêîëüêó â êàæäîì ñëîå âû-
äåëåíà òî÷êà ∞ � òî ñëîè, â êîòîðûõ òâîðèòñÿ íåëàäíîå, âèñÿò íàä j=0 è
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j=1728, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþò çíàìåíèòûì êðèâûì ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðóïïî-
âûìè àâòîìîðôèçìàìè: (x, y) 7→ ( 3

√
1x, y) äëÿ y2 = x3 − 1 è (x, y) 7→ (−x, iy)

äëÿ y2 = x3 − x. Õîòÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî ñåìåéñòâà òèïà îá-
ñóæäàåìûõ ñåé÷àñ ñåìåéñòâ ñî ñëîÿìè X

AutX , åù¼ íóæíî ïðèëîæèòü íåêîòîðûå
óñèëèÿ, ïðèìåð íàìåêàåò íà òàêóþ âîçìîæíîñòü.

Â ñëó÷àå æå g ≥ 3 îáùàÿ êðèâàÿ íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ,
ñì. [Hurwitz1892]. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî

Σg :=
{

[X] ∈Mg | AutX 6= {1}
}

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè (ïðè
g ≥ 4 îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg,
ñì. [Popp1969]).

Àíàëîãîì îáñóæäàâøåéñÿ íàìè ïî÷òè óíèâåðñàëüíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ìîð-
ôèçì

ug : Cg −→Mg, (F)

ñëîè êîòîðîãî èìåþò âèä

u−1◦
g

(
[X]
) ∼= X

AutX
;

� ñì. [HarMor1998]. Â íàøåé òåðìèíîëîãèè (F) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì êðè-
âûõ ëèøü íàä Mg \ Σg; âïðî÷åì, ñ ðîñòîì g êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà êðè-
âûõ ñ íåòðèâèàëüíûìè àâòîìîðôèçìàìè òîæå ðàñò¼ò, è âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ âîïðîñàõ ìíîæåñòâîì Σg ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèõ ðîäîâ
ôóíêòîð ñåìåéñòâ �áëèçîê� ê ïðåäñòàâèìîìó.

Êîíñòðóêöèÿ ýòîãî ïîäðàçäåëà, ìîðôèçì (F), ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç êîíñòðóê-

öèé ïðåäûäóùåãî. Åñëè M̂g → Mg íàêðûòèå Ãàëóà, òî åñòü èìååòñÿ òàêàÿ

äåéñòâóþùàÿ íà M̂g êîíå÷íàÿ ãðóïïà Γ, ÷òîMg ' M̂g

Γ , òî îáû÷íî äåéñòâèå Γ

ïîäíèìàåòñÿ íà óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî íàä M̂g, è óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî
(F) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ.

3.1.2. Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg,N Íàðÿäó ñ �÷èñòûìè� ïðîñòðàíñòâàìè
ìîäóëåé, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè äî ñèõ ïîð, âàæíóþ ðîëü â êóðñå áóäóò èã-
ðàòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå, â îòëè÷èå îò îñíîâîïîëîæíèêîâ (ñì. ñáîðíèê ñòàòåé
[ÀëüÁåð1961]), ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü íóìåðîâàííûå îòìå÷åííûå òî÷êè. Èõ
êîëè÷åñòâî è â íóìåðîâàííîì, è â íåíóìåðîâàííîì âàðèàíòå îáû÷íî îáîçíà-
÷àþò n; íàøà çàìåíà ýòîãî òðàäèöèîííîãî îáîçíà÷åíèÿ íà N èìååò ñåðü¼çíûå
ïðè÷èíû, êîòîðûå áóäóò îáúÿñíåíû â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Mg,N :=
{(X;P1, . . . , PN ) | [X] ∈Mg;P1, . . . , PN ∈ X; (i 6= j)⇒ (Pi 6= Pj)}

≈
,

ãäå (X;P1, . . . , PN ) ≈ (X′;P ′1, . . . , P
′
N ), åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé èçîìîðôèçì

α : X
'−→ X′, ÷òî α(P1) = P ′1, . . . , α(PN ) = P ′N .
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Êàòåãîðíàÿ ÷àñòü òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Mg,N îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè Mg â îñ-
íîâíîì íàëè÷èåì N íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñå÷åíèé ñåìåéñòâ êðèâûõ; ìû íå áóäåì
îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äåòàëÿõ.

Îäíàêî ñ óíèâåðñàëüíûìè ñåìåéñòâàìè è ïðåäñòàâèìîñòüþ ôóíêòîðà ñåìåéñòâ
äåëà îáñòîÿò ñóùåñòâåííî ëó÷øå, ïîñêîëüêó óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû òî÷åê óáè-
âàþò àâòîìîðôèçìû êðèâûõ. Íàäëåæàùèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûå ôóíêòîðû
ñåìåéñòâ îêàçûâàþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïðåäñòàâèìû.

Íåïðåäñòàâèìîñòü ôóíêòîðà ñåìåéñòâ ïðèâåëà íàñ ê íåñêîëüêèì âàðèàöèÿì
íà èñõîäíóþ òåìó ïîëíîé êëàññèôèêàöèè êðèâûõ; äðóãèå íàñ åù¼ æäóò. Íî
ñåé÷àñ ìû âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíûì ïðîñòðàíñòâàì ìîäóëåé ìàëûõ ðîäîâ.

3.2. Ïðîñòðàíñòâî M2

3.2.0. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè ìû (ïî÷òè)
óñòàíîâèëè, ÷òî ëþáàÿ êðèâàÿ ðîäà 2 èìååò àôôèííóþ ìîäåëü âèäà

v2 = F ∈ k[u]6, (3.2.0a)

ãäå ìíîãî÷ëåí F â ïðàâîé ÷àñòè íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Êîðíè ìíîãî÷ëåíà F � íåóïîðÿäî÷åííàÿ øåñò¼ðêà òî÷åê íà P1(k), îïðåäåë¼í-
íàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ïàðà êîîðäèíàò (u, v) â óðàâíåíèè (3.2.0a) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåí

u =
au′ + b

cu′ + d
, v =

v′

(cu′ + d)3
,

ãäå

(
a b
c d

)
∈ SL2(k).

Ïîñêîëüêó êðèâàÿ ðîäà 2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.2.0a), îïèñà-
íèå ïðîñòðàíñòâà M2(k) ïðåâðàùàåòñÿ â òèïè÷íóþ çàäà÷ó êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè èíâàðèàíòîâ, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì â àôôèííîé âåðñèè: ïðîôàêòî-
ðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ k[u]≤6 ïî äåéñòâèþ ãðóïïû SL2(k)((

a b
c d

)
· F

)
(u) := (cu+ d)6F

(au+ b

cu+ d

)
. (3.2.0b)

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äà¼ò ïðåä-
ñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé â âèäå

M2(k) ' k[u]≤6 \Mult

SL2(k)
, (3.2.0c)

ãäå Mult � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êðàòíûìè êîðíÿìè; ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
íåäîñòàþùèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé 6, ñëåäóåò ñ÷èòàòü òî÷-
êó ∞ ∈ P1(k) ñ ïîäõîäÿùèìè êðàòíîñòÿìè.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ ôàêòîðà (3.2.0c) áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà â XIX âåêå: ñì.



9

[Bol1887], [Cay1881], [Cle1872]. Áóäåì ñëåäîâàòü ìîäåðíèçàöèè ï [Igusa1960]
� ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå ôîðìóëû óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ðàáîòàþò âî âñåõ
õàðàêòåðèñòèêàõ.

Â êëàññè÷åñêîé íîðìèðîâêå

F = au6 + 6bu5 + 15cu4 + 20du3 + 15eu2 + 6fu+ g ≡:

≡: a(u− u1)(u− u2)(u− u3)(u− u4)(u− u5)(u− u6).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

〈ij〉 := ui − uj ,
è äëÿ êàæäîãî ìîíîìà 〈i1j1〉 . . . 〈imjm〉 îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí∑∑

〈i1j1〉2 . . . 〈imjm〉2 :=
∑

σ1,...,σm;τ1,...,τm∈S⊆S2m
6

〈i1j1〉2 . . . 〈imjm〉2,

ãäå âûáðàíî ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî S íàáîðîâ ïåðåñòàíîâîê, ïðè êîòîðîì
îïðåäåëÿåìàÿ èì ñóììà S6-èíâàðèàíòíà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé îò êîðíåé u1, . . . , u6.

Ââîäÿòñÿ èíâàðèàíòû

A := a2
∑∑

〈12〉2〈34〉2〈56〉2,

B := a4
∑∑

〈12〉2〈23〉2〈31〉2〈45〉2〈56〉2〈64〉2,

C := a6
∑∑

〈12〉2〈23〉2〈31〉2〈45〉2〈56〉2〈64〉2〈14〉2〈25〉2〈36〉2,

D := a10
∏
i,j

〈ij〉2 (ýòî ïðîñòî äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà F )

E := a15
∏∏(

〈14〉〈36〉〈52〉 − 〈16〉〈32〉〈54
)

(â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äëÿ ïðîèçâåäåíèé ïîíèìàåòñÿ òî æå ñîãëàøåíèå, ÷òî
äëÿ ñóìì).

Îêàçûâàåòñÿ, ìíîãî÷ëåíû A,B,C,D,E ïîðîæäàþò àëãåáðó SL2(k)-èíâàðèàíòîâ
àëãåáðû k[a, b, . . . , g]!

Ìëàäøèå èç íèõ íå òàê óæ ñòðàøíû:

A = −240(ag − 6bf + 15ce− 10d2),

B = −162000 det


a b c d
b c d e
c d e f
d e f g

+ 1620(ag − 6bf + 15ce− 10d2)2.

Îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

E2 = G(A,B,C,D),

ãäåG � íåêîòîðûé âçâåøåííî-îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 30, ñì. [Cle1872].

***
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×òîáû ñ÷èòàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé çàêîí÷åííûì, íàì åù¼ íàäî
ïåðåéòè îò àôôèííûõ ìîäåëåé êðèâûõ ðîäà 2 ê ïîëíûì. Â ñëó÷àå ðîäà 1 äî-
ñòàòî÷íî áûëî âëîæèòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì àôôèííóþ ïëîñêîñòü â ïðîåê-
òèâíóþ è çàìêíóòü êðèâóþ òàì. Êðèâàÿ æå (3.2.0a) ïðè òàêîé îïåðàöèè ïðè-
îáðåò¼ò íåïðèÿòíóþ îñîáåííîñòü.

Ìû ïîéä¼ì äðóãèì ïóò¼ì. Âûáåðåì óðàâíåíèå (ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèÿìè
êîîðäèíàòû u) àôôèííîé êðèâîé â íåêîòîðîì óäîáíîì âèäå, à ñàìîé êðèâîé
äàäèì èìÿ, ñìûñë êîòîðîãî âñêîðå ïðîÿñíèòñÿ �

Ẍ0 : v2 = u6 +m5u
5 +m4u

4 +m3u
3 +m2u

2 +m1u+ 1 (3.2.0d)

Ñ ïîìîùüþ çàìåí êîîðäèíàò

u =
1

U
, v =

V

U3
(3.2.0e)

ñòðîèòñÿ áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé êðèâàÿ

Ẍ∞ : V 2 = U6 +m1U
5 +m2U

4 +m3U
3 +m4U

2 +m5U + 1 (3.2.0f)

(ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ îòðàæàþòñÿ). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå (3.2.0e) îïðåäåëÿåò ïîëíóþ êðèâóþ

X = Ẍ0

⋃
Ẍ∞,

ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ãëàäêèõ àôôèííûõ. Àôôèííûå (êàð-
òû) îêàçûâàþòñÿ äâàæäû ïðîêîëîòûìèïîëíûìè êðèâûìè, îòêóäà è îáîçíà-
÷åíèå. Äåòàëè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü â çàäà÷å 3.7.

***

Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïîëíóþ êðèâóþ X ðîäà 2, ìîæíî íåìíîãî ïîðàáîòàòü ñ
å¼ ãåîìåòðèåé.

Ìû íà÷èíàëè ñ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

u =
ω1

ω2
: X −→ P1,

îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíîé ïîñòêîìïîçèöèè
(êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ñìåíå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ω1[X]). Ýòî íàêðûòèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ïî èíâàðèàíòíî îïðåäåë¼ííîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èí-

âîëþöèè, êîòîðàÿ â èñïîëüçóåìûõ íàìè êîîðäèíàòàõ èìååò âèä (u, v) 7→ (u,−v).

Ó ýòîé èíâîëþöèè ðîâíî 6 íåïîäâèæíûõ òî÷åê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè
Âåéåðøòðàññà. Äðóãèå èõ èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè:

• êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ω1

ω2
;

• òî÷êè P ∈ X, â êîòîðûõ `(2P ) = 2.

Íåèíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå òî÷åê Âåéåðøòðàññà â ìîäåëè v2 = F : ýòî òî÷-
êè, àáñöèññû êîòîðûõ � êîðíè ìíîãî÷ëåíà v2 = F ; åñëè degF = 5, òî÷êîé
Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííàÿ) òî÷êà ñ áåñêîíå÷íîé àáñöèññîé. ðàâíî-
ñèëüíûì îáðàçîì, òî÷êè Âåéåðøòðàññà � òî÷êè c íóëåâîé îðäèíàòîé, ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ v = 0.

***

Òî÷êè Âåéåðøòðàññà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äëÿ ðîäà äâà ñâîåîáðàçíîå 720-
ëèñòíîå íàêðûòèå

M̂2 −→M2

(âûøå ìû îáåùàëè åù¼ ïðèìåðû). Òåïåðü äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà áóäåò
íóìåðàöèÿ òî÷åê Âåéåðøòðàññà. Åñëè òàêàÿ íóìåðàöèÿ ôèêñèðîâàíà, òî ñ ïî-
ìîùüþ åäèíñòâåííîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ìîæåì îòïðàâèòü
ïåðâûå òðè â ∞, 0, 1. Ýòî äàñò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé ðîäà 2, çàâèñÿ-
ùåå îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ:

y2 = x(x− 1)(x− t1)(x− t2)(x− t3)

Ïðîñòðàíñòâî M̂2 îêàçûâàåòñÿ íåïðàâäîïîäîáíî ïðîñòî óñòðîåíî! Îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé 3-ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, èç êîòîðîãî âûáðîøåíà íåáîëü-
øàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïëîñêîñòåé:

M̂2
∼= {(t1, t2, t3) ∈ k̈× k̈× k̈ | ti 6= tj ïðè i 6= j}.

Ïðîèçâîäèò âïå÷àòëåíèå êîíòðàñò ïðîñòîòû ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè ïðîñòðàí-

ñòâà M̂2 ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâåðîÿòíî ñëîæíîé ïàðàìåòðèçàöèåé èñõîäíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ìîäóëåéM2, ïîòðåáîâàâøåé áîëåå ñîòíè ëåò íàïðÿæ¼ííîé ðàáîòû.

Èíòåðåñíà òàêæå ïàðàëëåëü ñ îäíèì èç ïðîñòðàíñòâ M̂1
∼= k̈; âïðî÷åì, ïðî-

äîëæåíèå ýòîé ïàðàëëåëè íà âûñøèå ðîäû, âèäèìî, íåèçâåñòíî.

3.2.1. Ïðîñòðàíñòâåííûå êâèíòèêè. Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ðî-
äîì 1, èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà L(nP ).

Îäíî âàæíîå ðàçëè÷èå: íà êðèâîé ðîäà 1 òî÷êè íåðàçëè÷èìû, è ìû íà÷èíàëè
ñ ïðîèçâîëüíîé. Ïî÷òè òàêæå ìû ïîñòóïèì è ñåé÷àñ, íî âñ¼ æå ó íàñ ïîÿâèëñÿ
íîâûé âîïðîñ: ðàáîòàòü ñ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà èëè íåò?

Äëÿ íàøèõ òåêóùèõ öåëåé îòâåò � �íåò�.

Èòàê, ïóñòü X � êðèâàÿ ðîäà 2, P ∈ X � íå òî÷êà Âåéåðøòðàññà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî

`(P ) = 1;
`(2P ) = 1;
`(3P ) = 2;
`(4P ) = 3;

. . .

Âûáåðåì

x ∈ L(3P ) \ k, y ∈ L(4P ) \ L(3P ), z ∈ L(5P ) \ L(4P ).

Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå

(1 : x : y : z) : X ↪→ P3

âêëàäûâàåò êðèâóþ X â òð¼õìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî â êà÷åñòâå

êðèâîé ñòåïåíè 5.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ àôôèííîé ìîäåëüþ êðèâîé

v2 = 1 + pu2 + qu3 + ru4 + su5 − u6

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
u(P ) = 1, v(p) = 1.

Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè

x =
v + 1 + 1

2pu
2

u3
, y =

v + 1 + 1
2pu

2 + 1
2qu

3

u4
,

z =
v + 1 + 1

2pu
2 + 1

2qu
3 +

(
1
2r −

1
8p

2
)
u4

u5
.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòè÷-
íîìó óðàâíåíèþ

y2 − xz − q

2
z +

(r
2
− p2

8

)
y = 0

è êóáè÷åñêîìó

x3 − 2yz − pxy +
q

2
x2 − sy + x+

q

2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç êðèâîé X ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè êâàäðèêè è êóáèêè. Íî,
åñëè áû åãî ñòåïåíü ðàâíÿëàñü 6, òî ðîä áûë áû 4; îñòà¼òñÿ âîçìîæíîñòü êâàä-
ðèêå è êóáèêå ñîäåðæàòü îáùóþ ïðÿìóþ, è òîãäà îáðàç êðèâîé X � êâèíòèêà. �

Ñêðîìíîå äîñòèæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ðåàëèçîâàëè ïðîèçâîëüíóþ
êðèâóþ ðîäà 2 êàê ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ. Ê ÿâíîìó îïèñàíèþ ïðî-
ñòðàíñòâàM2 âðÿä ëè ÷òî-òî äîáàâëÿåò, íî îäèí ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé âû-
âîä ïîçâîëÿåò ñäåëàòü: ïðîñòðàíñòâîM2 åñòåñòâåííî ïðèìûêàåò ê ãðàíèöå

ïðîñòðàíñòâàM4.

Òàêèå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé ðàçíûõ ðîäîâ âåñü-
ìà òèïè÷íû.

3.2.2. Îñîáûå êâàðòèêè. Ãëàäêèå ïëîñêèå êðèâûå ñòåïåíè d èìåþò ðîä

g =
(d− 1)(d− 2)

2
. (F)

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íå ïðèíèìàåò (ïðè íàòóðàëüíûõ d)
çíà÷åíèÿ 2, ïîýòîìó êðèâûå ðîäà 2 íå ðåàëèçóþòñÿ êàê ãëàäêèå ïëîñêèå.

Ãëàäêèå êâàðòèêè, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (F), èìåþò ðîä 3. Â äàëüíåéøåì
ìû îáñóäèì � è íàãëÿäíî, è ñòðîãî,� ïî÷åìó ïîÿâëåíèå ïðîñòåéøåé îñîáåí-
íîñòè ñíèæàåò ðîä êðèâîé íà 1. Èç ýòîãî íåôîðìàëüíîãî ðàññóæäåíèÿ ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî ïëîñêèå êâàðòèêè óìåþò âûðîæäàòüñÿ â êðèâûå ðîäà 2.

Âûâîä ïîõîæ íà âûâîä ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà: ïðîñòðàíñòâî M2 åñòå-

ñòâåííî ïðèìûêàåò ê ãðàíèöå ïðîñòðàíñòâàM3.

Ïëîñêèå êðèâûå ñ ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè � î÷åíü âàæíûé ðàçäåë àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî âñå êðèâûå ìîãóò áûòü òàê ðåà-
ëèçîâàíû). Èñòîðèÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
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êðèâûõ áûëà òåñíî ñâÿçàíà ñ ýòèì êëàññîì êðèâûõ.

3.3.Ïðîñòðàíñòâî M3

3.3.0. Ïëîñêèå êâàðòèêè. Òî, ÷òî ýòè êðèâûå â ñëó÷àå ãëàäêîñòè � òî åñòü
ïðè îáùèõ êîýôôèöèåíòàõ èìåþò ðîä 3, ìû òîëüêî ÷òî óïîìÿíóëè. Èõ ãåî-
ìåòðèÿ âåñüìà áîãàòà � íàïðèìåð, âî âïîëíå ñîâðåìåííîé êíèãå [Dol2012] èì
îñâÿùåíî áîëåå ïîëóñîòíè ñòðàíèö. Ïîýòîìó íå áóäåì ïûòàòüñÿ áåãëî ðàññêà-
çàòü îá ýòîé ãåîìåòðèè.

Êëàññèôèêàöèÿ ïëîñêèõ êâàðòèê ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè � êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ñîñåäíÿÿ ñ òåìè, êîòîðûå ìû
íåìíîãî çàòðîíóëè. Å¼ ñâÿçü ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé íàì åù¼ ïðåäñòîèò îá-
ñóäèòü.

3.3.1. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ðîäà 3. Êðèâàÿ X, îáëàäàþùàÿ àô-
ôèííîé ìîäåëüþ

v2 = F ∈ k[u]2g+2,

ïîïîëíÿåòñÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî áûë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îáñóæä¼í ïðè g =
2; àôôèííàÿ êðèâàÿ îêàçûâàåòñÿ äâàæäû ïðîêîëîòîé ïîëíîé êðèâîé ðîäà g ñ
áàçèñîì äèôôåðåíöèàëîâ

Ω1[X] = 〈du
v
,
udu

v
, . . . ,

ug−1du

v
〉.

Ñëó÷àé g = 3 íè÷åì ñïåöèàëüíûì íå âûäåëÿåòñÿ. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà 3 ðàâíà

dim(Pk[u]8)− dim(SL2(k)) = 8− 3 = 5.

3.3.2. M3 = Mcan
3

∐
Mhyp

3 . Â ñëó÷àå ðîäà 3 âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ÿâëåíèå,
íåñêîëüêî çàòðóäíÿþùåå èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé: êðèâûå îêàçûâàþò-
ñÿ êà÷åñòâåííî ðàçíûìè.

Äèôôåðåíöèàëîâ óæå äîñòàòî÷íî ìíîãî, ÷òîáû îíè èãðàëè ãëàâåíñòâóþùóþ
ðîëü. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 3; âûáåðåì áàçèñ

Ω1[X] = 〈ω1, ω2, ω3〉

è ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå4

ιK = (ω1 : ω2 : ω3) : X −→ P2.

Îêàçûâàåòñÿ, åñòü ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè.

(à) ιK � âëîæåíèå, è ιK(X) � êâàðòèêà;
(á) ιK îòîáðàæåíèå �äâà ê îäíîìó�, è X � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êðèâûå ðîäà 3 ðàñêëàññèôèöèðîâàíû.

4íàøå îáîçíà÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì
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Ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà êâàðòèê ðàâíà

dim
(
Pk[x : y : z]4

)
− dim(PGL3) = 14− 8 = 6.

Èòàê, îáùàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 � êâàðòèêà. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðàñïàëîñü íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðàçíîðàçìåðíûå ÷àñòè

M3 =Mcan
3

∐
Mhyp

3

Ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ìåòîäàìè îïèñàíèÿ êàæäîé èç ÷àñòåé. Èõ ñîåäèíåíèå ïî-
òðåáóåò íîâûõ ñîîáðàæåíèé.
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