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Âî âñåõ çàäà÷àõ X � ïîëíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g
íàä ïîëåì k = k.

1.1. Ïóñòü g = 0, ∞ ∈ X è x ∈ L(∞) \ k. Äîêàæèòå êàê ìîæíî
áîëåå ïîäðîáíî è ñòðîãî, ÷òî deg(x) = 1.

1.2. Ïóñòü g = 1, ∞ ∈ X, x ∈ L(2∞) \ k è y ∈ L(3∞) \ L(2∞).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ëèíåéíîì ñîîòíîøåíèè íàä k

ax3 + by2 + cxy + dx2 + ey + fx+ g = 0

abcdefg 6= 0, òî ab 6= 0.

1.3. Â ïðåäïîëîæåíèè char(k) /∈ {2, 3} ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå
àôôèííîé êóáè÷åñêîé êðèâîé â ôîðìå Òåéòà

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

ê âèäó
y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

Óáåäèòåñü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ãëàäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c34 6= c26.

1.4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷ 1.2 è 1.3 ðàñ-
ñìîòðèòå ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ Ec1,c2 , çàäàííóþ óðàâíåíèåì
y2z = x3 − 27c4xz

2 − 54c6z
3, è äîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì êðèâûõ

(x : y : 1) : X −→ Ec1,c2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Óêàçàíèå. Èíà÷å ðàññìàòðèâàåìûé ìîðôèçì áûë áû ëèáî ðàç-
âåòâë¼ííûì íàêðûòèåì, ëèáî èçîãåíèåé ñòåïåíè, áîëüøåé 1. Ïåðâàÿ
âîçìîæíîñòü â ñèëó ôîðìóëû Ðèìàíà-Ãóðâèöà ïðîòèâîðå÷èëà áû
ïðåäïîëîæåíèþ g = 1, à âòîðàÿ � ñâîéñòâó deg x = 2.

1.5. Äëÿ f =
∑

i+j+k=3 aijkx
iyjzk óñëîâèå íàëè÷èå îñîáîé òî÷êè

íà êóáèêå, çàäàííîé óðàâíåíèåì f = 0, ñîñòîèò â ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû

óðàâíåíèé [f = 0] ∧
[∂f
∂x = 0

]
∧
[∂f
∂y = 0

]
∧
[∂f
∂z = 0

]
. Äîêàæèòå, ÷òî

óñëîâèå ýòîé ñîâìåñòíîñòè çàäà¼ò ãèïåðïîâåðõíîñòü Sing ⊂ P9(k) è
÷òî íàáîð êîýôôèöèåíòîâ âíå Sing îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ êðèâóþ.

1.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êóáèêè íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè íàéä¼òñÿ ïðÿìàÿ ïåðåãèáà, òî åñòü ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
êóáèêó (òð¼õêðàòíî) â åäèíñòâåííîé òî÷êå.
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