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Àííîòàöèÿ. Ñòàðøèå ãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü V ⊂ R
n
îòêðûòî. Òîãäà îòîáðàæåíèå f = (f1, . . . , fm) : V → R

m
íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé

òî÷êè a ∈ V âñÿêàÿ �óíêöèÿ fi = fi(x1, . . . , xn) èìååò â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ

ïîðÿäêîâ. Ìàòðèöó m × n ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

∂ϕi

∂xj
(a), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, áóäåì îáîçíà÷àòü

ϕ′(a) è íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ ϕ â òî÷êå a. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé,

åñëè îíà îïðåäåëåíà, � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå; ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäíûõ

(óòî÷íèòå!).

Àòëàñîì ðàçìåðíîñòè n íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåòñÿ íàáîð (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ëþáîé ìîùíîñòè)

òðîåê (Uα, Vα, xα), ãäå Uα ⊂M , Vα ⊂ R
n
îòêðûòî, à xα : Uα → Vα � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, åñëè

âûïîëíåíû ñëåäóùèå óñëîâèÿ:

1. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êàðò Uα1
, Uα2

, . . . , îáúåäèíåíèå êîòîðûõ � âñå ìíîæåñòâî

M (êàê ñëåäñòâèå,

⋃
α Uα =M).

2. Äëÿ ëþáûõ α, β îáðàç Vαβ : xα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Vα îòêðûò, à îòîáðàæåíèå ϕαβ
def

= xα ◦ x−1
β : Vβα → Vαβ

ãëàäêîå.

3. Åñëè a, b ∈ M è a 6= b, òî ñóùåñòâóþò α, β (ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûìè) è îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Wα ⊂ Vα è Wβ ⊂ Vβ òàêèå, ÷òî a ∈ Uα, xα(a) ∈Wα, b ∈ Uβ , xβ(b) ∈ Wβ , è x
−1
α (Wα) ∩ x

−1
β (Wβ) = ∅.

Ìíîæåñòâà Uα íàçûâàþòñÿ êàðòàìè, îòîáðàæåíèÿ xα � êîîðäèíàòàìè, òðîéêè (Uα, Vα, xα) � ñèñòåìàìè

êîîðäèíàò, ϕαβ � îòîáðàæåíèÿìè çàìåíû êîîðäèíàò.

Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèÿ çâìåíû êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì ϕγα ◦ ϕαβ = ϕγβ â òåõ òî÷êàõ, ãäå

êîìïîçèöèÿ îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó ϕαα = idVα
, îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò îáðàòèìû: ϕβα ◦ ϕαβ =

idVαβ
. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ϕ′

αβ(xα(a))ϕ
′
βα(xβ(a)) = Id äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Uα ∩ Uβ è, ñëåäîâàòåëüíî,

detϕ′
αβ(u) 6= 0 äëÿ âñåõ u ∈ Vαβ . Åñëè detϕ′

αβ(u) > 0 â ëþáîé òî÷êå u è äëÿ âñåõ α, β, òî àòëàñ íàçûâàåòñÿ

îðèåíòèðîâàííûì.

Äâà àòëàñà íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå M íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå � òîæå

àòëàñ (èíûìè ñëîâàìè, åñëè îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò ìåæäó êîîðäèíàòàìè ïåðâîãî è âòîðîãî àòëàñà

ãëàäêèå � îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê àòëàñó áóäóò äëÿ îáúåäèíåíèÿ âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè). ßñíî, ÷òî ýòî

íà ñàìîì äåëå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

�ëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîM , íà êîòîðîì �èêñèðîâàí êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ

n-ìåðíûõ àòëàñîâ.

Ïðèìåð 1. Ñòðóêòóðà ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ñ�åðå Sn = {y = (y0, . . . , yn) | y
2
0 + · · · + y2n} ⊂

R
n+1

� àòëàñ èç äâóõ êàðò: U1 = {y ∈ Sn | y0 6= 1}, U2 = {y ∈ Sn | y0 6= −1}. Ïîëîæèì V1 = V2 =
R

n
, à êîîðäèíàòàìè ñëóæàò ñòåðåîãðà�è÷åñêèå ïðîåêöèè: x1(y) =

1
1−y0

(y1, . . . , yn), x2(y) =
1

1+y0

(y1, . . . , yn).

Îòîáðàæåíèå x1 : U1 → V1 âçàèìíî îäíîçíà÷íîå: åñëè z = (z1, . . . , zn) = x1(y), òî y0 = |z|2−1

1+|z|2
(ãäå |z|

2 def

=

z21 + · · ·+ z2k) è yk = zk(1− y0) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n (ïðîâåðüòå!).

Îòîáðàæåíèå çàìåíû êîîðäèíàò ϕ12(z) =
z

|z|2
(ãäå z = (z1, . . . , zn)) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå V12 = R

n \{0}

è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ìíîæåñòâå V21 = V12; îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ21 çàäàåòñÿ òîé æå �îðìóëîé.

Ïðèìåð 2. Òó æå Sn
ìîæíî ïîêðûòü 2n êàðòàìè U+

k

def

= {y = (y0, . . . , yn) ∈ Sn | yk > 0}, U−
k

def

= {y =

(y0, . . . , yn) ∈ Sn | yk < 0}; êîîðäèíàòû x+k (y) = (y0, . . . , ŷk, . . . , yn), îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ìåæäó U
+
k è U+

l ïðè

k < l ýòî ϕ++
kl (z1, . . . , zn) = (z1, . . . , ẑk, . . . , zl−1,

√
1− (z21 + · · ·+ z2n), zl, . . . , zn) îòîáðàæàåò V

++
kl → V ++

lk , ãäå

âñå V ++
kl ⊂ R

n
� øàðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò; äëÿ äðóãèõ ñî÷åòàíèé èíäåêñîâ è

çíàêîâ àíàëîãè÷íî. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò (ïðîäåëàéòå!), ÷òî îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò

ìåæäó äàííûì àòëàñîì è àòëàñîì ïðèìåðà 1 ãëàäêèå, òàê ÷òî ýòè àòëàñû ýêâèâàëåíòíû (ïðèíàäëåæàò îäíîé

è òîé æå ãëàäêîé ñòðóêòóðå íà Sn
).

Íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëåíà òîïîëîãèÿ: ïîäìíîæåñòâî U ⊂M ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè xα(U ∩
Uα) ⊂ R

n
îòêðûòî äëÿ âñåõ α. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòå!), ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå òîïîëîãèÿ, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîé âñå êàðòû Uα îòêðûòû, à êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ xα : Uα → R
n
íåïðåðûâíû, è ÷òî ýòî ñàìàÿ

ãðóáàÿ (ñ íàèìåíüøèì çàïàñîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ) òîïîëîãèÿ, îáëàäàþùàÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè. Ñâîéñòâî 3 â

îïðåäåëåíèè äåëàåò òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ õàóñäîð�îâîé, ñâîéñòâî 1 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîé

1



áàçû. �ëàäêîå îòîáðàæåíèå R
n → R

n
íåïðåðûâíî, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå àòëàñû äàþò îäíó è

òó æå òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå M � òåì ñàìûì, ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ìíîãîîáðàçèè

îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé (à íå êîíêðåòíûì àòëàñîì).

�ëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè êàòåãîðèè, ìîð�èçìû êîòîðîé � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå

f : M1 → M2 îäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå (íå îáÿçàòåëüíî òîé æå ðàçìåðíîñòè) íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè

äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈M1 íàéäóòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (U1, V1, x) íà M1 è (U2, V2, y) íà M2 òàêèå, ÷òî a ∈ U1,

f(a) ∈ U2, f(U1) ⊂ U2 è îòîáðàæåíèå fxy
def

= y ◦ f ◦ x−1 : V1 → V2 � ãëàäêîå. Îòîáðàæåíèå fxy íàçûâàåòñÿ

çàïèñüþ îòîáðàæåíèÿ f â êîîðäèíàòàõ x, y. Åñëè âûáðàòü íà M1 è M2 äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (U ′
1, V

′
1 , x

′)
è (U ′

2, V
′
2 , y

′), êàðòû êîòîðûõ ñîäåðæàò òî÷êè a è f(a) ñîîòâåòñòâåííî, òî, î÷åâèäíî, .

(1) fx′y′ = ϕy′y ◦ fxy ◦ ϕxx′ .

(��îðìóëà çàìåíû êîîðäèíàò�). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò ãëàäêèå, ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ

f íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåì êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷åê a è f(a).

Òåîðåìà 3 (ëåììà î âûðåçàíèè). Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X îòêðûòî, à B ⊂ A

çàìêíóòî. Ïóñòü ι
def

= ιXX\B : X\B → X � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Òîãäà ι∗ : Hn(X\B,A\B) → Hn(X,A)

� èçîìîð�èçì ïðè âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîêðûòèåX äâóìÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìèA èX\B, è ðàññìîòðèì êîìïëåêñ

CA,X\B(X); î÷åâèäíî, C(A) ⊂ CA,X\B(X) ⊂ C(X). �îìîëîãèè �àêòîð-êîìïëåêñàCA,X\B(X)/C(A) èçîìîð�íû
ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà C(X)/C(A)� ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ àáñîëþòíûõ

ãîìîëîãèé â ëåêöèÿõ 4�5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîìïëåêñ CA,X\B(X)/C(A) èçîìîð�åí C(X \ B)/C(A \ B) �
îáà ïîðîæäåíû ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè, îáðàç êîòîðûõ ëåæèò â X \B, íî íå ëåæèò â A. �

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü M � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, a ∈M . Òîãäà Hn(M,M \ {a}) = Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó M � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ M , a ∈
U , ãîìåîìîð�íîå Rn

. Ïî òåîðåìå î âûðåçàíèè, â êîòîðîé A =M \{a}, B =M \U , ïîëó÷èì Hn(M,M \{a}) =
Hn(U,U \ {a}) = Hn(R

n,Rn \ {0}) = Z. �

�ðóïïà Hn(M,M \ {a}) èìååò, òåì ñàìûì, äâå îáðàçóþùèõ (îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì); âûáîð îäíîé èç íèõ

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå a. Îáîçíà÷èì

M̃
def

= {(a, µ) | a ∈M,µ � ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ M â òî÷êå a}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ⊂M , a ∈ A, òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ιa,A :M \A→M \{a} ïîðîæäàåò ãîìîìîð�èçì
ãîìîëîãèé (ιa,A)∗ : Hn(M,M \A) → Hn(M,M \ {a}).

Ïóñòü òåïåðü U ⊂ M îòêðûòî è ãîìåîìîð�íî R
n
, è a ∈ M . Òîãäà âëîæåíèå ιa,U � ãîìîòîïè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü, îòêóäà (ιa,U )∗ � èçîìîð�èçì. Ïóñòü ν ∈ Hn(M,M\U) = Z� îáðàçóþùàÿ, òîãäà (ιa,U )∗(ν) ∈

Hn(M,M \ {a}) � òîæå îáðàçóþùàÿ (îäíà èç äâóõ). Îáîçíà÷èì RU,ν = {(a, (ιa,U )∗(ν)) | a ∈ U} ⊂ M̃ .

Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâà RU,ν îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè â M̃ . Â ýòîé òîïîëîãèè îòîáðàæåíèå Φ : M̃ →M ,

äåéñòâóþùåå ïî �îðìóëå Φ(a, ν) = a, ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì. Åñëè U � êàðòà íà M è xU : U →

R
n
� êîîðäèíàòû, òî yU

def

= xU ◦ Φ � êîîðäèíàòû â RU,ν ; òîãäà {(RU,ν , yU )} � àòëàñ íà M̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

⋃
U,ν RU,ν = M̃ , ãäå U ïðîáåãàåò âñå êàðòû íà M , ãîìåîìîð�íûå R

n
, à ν

äëÿ êàæäîé U ïðèíèìàåò îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ. Ïóñòü U1, U2 ⊂ M îòêðûòû è ãîìåîìîð�íû R
n
, è

(a, µ) ∈ RU1,ν1 ∩ RU2,ν2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò U ⊂ U1 ∩ U2, ãîìåîìîð�íîå R
n
, äëÿ êîòîðîãî a ∈ U . Ïóñòü

ν1
def

= (ιa,U1
)−1
∗ (µ), ν2

def

= (ιa,U2
)−1
∗ (µ). Ïîñêîëüêó ιa,U ιU,U1

= ιa,U1
, ïîëó÷èì µ = (ιa,U )∗(ιU,U1

)∗ν1 è, àíàëîãè÷íî,

µ = (ιa,U )∗(ιU,U2
)∗ν2. Ïîñêîëüêó (νa,U )∗ � èçîìîð�èçì, ïîëó÷èì (ιU,U1

)∗ν1 = (ιU,U2
)∗ν2

def

= ν. Òàêèì îáðàçîì,

(a, µ) ∈ RU,ν , ÷òî è îçíà÷àåò (ïî÷åìó?), ÷òî ìíîæåñòâà RU,ν ïðè âñåâîçìîæíûõ U è ν îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè

íà M̃ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Φ � íàêðûòèå, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà RU,ν ñ îäíèì è òåì æå U , íî
ðàçëè÷íûìè ν (èõ äâà) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îòîáðàæåíèå Φ : RU,ν → U � ãîìåîìîð�èçì: åñëè a ∈ V ⊂ U , ãäå V
îòêðûòî, òî (a, (ιa,U )∗ν) ∈ RV,(ιV U )∗ν ⊂ RU,ν ; ìíîæåñòâî RV,(ιV U )∗ν îòêðûòî, ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ � íàêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ � (ëåãêîå) óïðàæíåíèå. �

Òåîðåìà 6. Íàêðûòèå M̃ →M òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàM ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé

àòëàñ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàM ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

(ïî÷åìó?), ÷òî âñå åãî ñèñòåìû êîîðäèíàò (U, V, x) òàêîâû, ÷òî V ⊂ R
n
� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì

â íóëå. Âûáåðåì îáðàçóþùóþ ̺0 ∈ Hn(V, V \ {0}) = Z. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈ V ïóñòü Φp : V → V �

ãîìåîìîð�èçì, ãîìîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó è òàêîé, ÷òî Φp(0) = p (ìû äîêàçûâàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

â ëåêöèè 6); òîãäà ïîëîæèì ̺p
def

= (Φp)∗̺0 ∈ Hn(V, V \ {p}).
Ïóñòü òåïåðü a ∈ U è µU,a = x−1

∗ ̺x(a) ∈ Hn(U,U \ {a}) = Hn(M,M \ {a}). Îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò

(U, V, x) êëàññ ãîìîëîãèé µU,a íå çàâèñèò: åñëè (W,V, y) � äðóãàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ êàðòîé W ∋ a, òî
µW,a = y−1

∗ ̺x(a) = x−1
∗ (ψyx)∗̺y(a), ãäå ψyx � îòîáðàæåíèå çàìåíû êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó detψ′

yx > 0 âî âñåõ

òî÷êàõ, (ψxy)∗̺y(a) = ̺x(a). Òåì ñàìûì ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü µa
def

= µU,a äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U . Ïîñêîëüêó

âñå êëàññû ̺p ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè îäíîãî è òîãî æå êëàññà ψ, òî÷êà (a, µa) ∈ M̃ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò a

� ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè â M̃ . Òåì ñàìûì ïîñòðîåíî ñå÷åíèå a 7→ (a, µa) íàêðûòèÿ

Φ : M̃ →M ; íî äâóëèñòíîå íàêðûòèå, èìåþùåå ñå÷åíèå, òðèâèàëüíî.

Îáðàòíî, ïóñòü Φ : M̃ →M òðèâèàëüíî è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñå÷åíèå: äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈M ìîæíî

âûáðàòü îáðàçóþùóþ ξa ∈ Hn(M,M \ {a}) òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè a â íåêîòîðîé êàðòå U ∋ a ñóùåñòâóåò
êëàññ ν ∈ Hn(M,M \U) òàêîé, ÷òî ξb = (ιb,U )∗ν äëÿ âñåõ b ∈ U . Åñëè ïðè ýòîì ξa = µU,a, ãäå µU,a îïðåäåëåíî

êàê âûøå, òî îñòàâèì ñèñòåìó êîîðäèíàò x â êàðòå U íåèçìåííîé, à åñëè ξa = −µU,a (áîëüøå âîçìîæíîñòåé

íåò), òî çàìåíèì x íà x̃ = r1◦xU , ãäå r1 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R
n → R

n
, ìåíÿþùåå çíàê ïåðâîé êîîðäèíàòû

(â ïðèíöèïå, ìîæíî çàìåíèòü r1 ëþáûì äðóãèì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì).

Ïðè òàêîé çàìåíå êîîðäèíàò µU,a ìåíÿåò çíàê, òàê ÷òî ïîñëå âñåõ çàìåí ìû ïîëó÷àåì ξa = µU,a ïðè âñåõ

a è âñåõ U . Îòñþäà âûòåêàåò (òàê æå êàê â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî ψxy̺y(a) = ̺x(a) äëÿ âñåõ

(U, V, x), (W,V, y) è a ∈ U ∩W . Ñëåäîâàòåëüíî, detψ′
xy > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, òî åñòü àòëàñ ïîñëå çàìåí ñòàë

îðèåíòèðîâàííûì. �

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòèõ ëåêöèé áóäåò

Òåîðåìà 7. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, A ⊂M êîìïàêòíî,

1. Hk(M,M \A) = 0 äëÿ âñåõ k > n.

2. Äëÿ âñÿêîãî ñå÷åíèÿ µ : A → M̃ îðèåíòèðóþùåãî íàêðûòèÿ, îïðåäåëåííîãî íà A, ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåí ýëåìåíò Ψ(µ) ∈ Hn(M,M \A) òàêîé, ÷òî µ(a) = (ιa,A)∗Ψ(µ) äëÿ âñÿêîãî a ∈ A.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè M � ñâÿçíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî Hn(M) = Z è

Hk(M) = 0 ïðè k > n.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 8. Ïîëîæèì A = M ; ïîñêîëüêó M îðèåíòèðóåìî, èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò, ÷òî

îðèåíòèðóþùåå íàêðûòèå òðèâèàëüíî è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íà âñåì M ñå÷åíèå. òîãäà èç óòâåðæäàíèÿ 2

òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ãîìîìîð�èçìHn(M,∅) = Hn(M) → Hn(M,M\{a}) = Z èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàðû (M,M \ {a}) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 9. Åñëè òåîðåìà 7 âåðíà äëÿ ïîäìíîæåñòâ P,Q ⊂M è èõ ïåðåñå÷åíèÿ P ∩Q, òî îíà âåðíà è äëÿ

îáúåäèíåíèÿ P ∪Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîêðûòèåM \(P ∩Q) äâóìÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè U =M \P è V =M \Q.
Òîãäà âîçíèêàåò êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ

0 → C(M)/C(M \ (P ∪Q)) → C(M)/C(M \ P )⊕ C(M)/C(M \Q) → C(M)/C(M\P,M\Q)(M \ (P ∩Q)) → 0;

çäåñü, êàê îáû÷íî, C(M\P,M\Q)(M \ (P ∩ Q)) � ñâîáîäíûé ìîäóëü, ïîðîæäåííûé �ìåëêèìè� ñèíãóëÿðíûìè

ñèìïëåêñàìè, îáðàçû êîòîðûõ ëåæèò ëèáî âM \P , ëèáî âM \Q. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìàéåðà�

Âèåòîðèñà, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãîìîëîãèè ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû H(M,M \ (P ∩ Q)).
Òåîðåìà Áîêøòåéíà äàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî k ñîäåðæèò òàêîé

�ðàãìåíò:

Hk+1(M,M \ (P ∩Q)) → Hk(M,M \ (P ∪Q)) → Hk(M,M \ P )⊕Hk(M,M \Q) → Hk(M,M \ (P ∩Q)).

Åñëè k > n, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ðàâíû 0 âñå ÷ëåíû ýòîãî �ðàãìåíòà, êðîìå Hk(M,M \ (P ∪ Q)) � èç

òî÷íîñòè âûòåêàåò, ÷òî îí òîæå ðàâåí 0.
Ïóñòü k = n è µ � ñå÷åíèå íàêðûòèÿ íàä P ∪ Q. Îãðàíè÷åíèÿ ñå÷åíèÿ µ ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè è íàä P ,

è íàä Q, è íàä P ∩ Q. Òîãäà îáðàç ýëåìåíòà Ψ(µ|P ) ïðè ãîìîìîð�èçìå Hn(M,M \ P ) → Hn(M,M \ {a})
ðàâåí µ(a) äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ P � â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ P ∩ Q. Òåì æå ñâîéñòâîì

îáëàäàåò êëàññ Ψ(µ|P∩Q). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ëåììû òàêîé êëàññ â Hn(M,M \ (P ∩ Q)) åäèíñòâåííûé,

èìååì (ιP∩Q,P )∗Ψ(µ|P ) = Ψ(µ|P∩Q); àíàëîãè÷íî äëÿ Ψ(µ|Q). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ýëåìåíò (Ψ(µ|P ),Ψ(µ|Q))
ïðèíàäëåæèò ÿäðó ñàìîé ïðàâîé ñòðåëêè �ðàãìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçó âòîðîé ñòðåëêè ñïðàâà. Èíûìè

ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò êëàññ ν ∈ Hn(M,M \ (P ∪ Q)) òàêîé, ÷òî (ιP,P∪Q)∗ν = Ψ(µ|P ) è àíàëîãè÷íî äëÿ Q.



Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ P ïîëó÷èì (ιa,P∪Q)∗ν = (ιa,P )∗Ψ(µ|P ) = µ(a), è àíàëîãè÷íî äëÿ a ∈ Q.
Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ν ìîæíî ïðèíÿòü çà Ψ(µ) (íà âñåì P ∪ Q). Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî êëàññà âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåâûé ÷ëåí �ðàãìåíòà âñå ðàâíî 0, òàê ÷òî íóæíûé íàì ãîìîìîð�èçì �

âëîæåíèå. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Â ñëó÷àå, êîãäà M = R
n
, à A ⊂ M � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, òåîðåìà âåðíà,

ò.ê. {a} � äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò A, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî (ιa,A)∗ : Hn(M,M \ A) → Hn(M,M \ {a}) �
èçîìîð�èçì. Åñëè òåïåðü M = R

n
, à A = A1 ∪ · · · ∪ Am � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, òî

òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî m ñ ïðèìåíåíèåì ëåììû 9.

Ïóñòü òåïåðü M = R
n
, à A ⊂ R

n
� ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò. Îí îãðàíè÷åí; ïóñòü B ⊃ A � øàð. Ïîñêîëüêó

îðèåíòèðóþùåå íàêðûòèå íàä R
n
òðèâèàëüíî (êàê è ëþáîå íàêðûòèå), ñå÷åíèå µ ìîæíî ïðîäîëæèòü (îäíîçíà÷íî)

äî ñå÷åíèÿ µ̃ íà B. Íî êëàññ Ψ(µ̃) ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó B âûïóêëî � ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèì Ψ(µ)
def

=
(ιA,B)∗Ψ(µ̃), òàê ÷òî ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî.

Åäèíñòâåííîñòü: ïóñòü z1, z2 ∈ Cn(R
n)� ñèíãóëÿðíûå öåïè, ïðåäñòàâëÿþùèå êëàññû [z1], [z2] ∈ Hn(R

n,Rn\
A), äëÿ êîòîðûõ (ιa,A)∗[z1] = (ιa,A)∗[z2] = µ(a) ïðè âñåõ a ∈ A. Â ÷àñòíîñòè, z1, z2 � îòíîñèòåëüíûå öèêëû, ò.å.

öåïè ∂z1, ∂z2 � ñóììû ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ, îáðàçû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ A. Ïîñêîëüêó ñèìïëåêñîâ
â ∂z1, ∂z2 êîíå÷íîå ÷èñëî, îáúåäèíåíèå èõ îáðàçîâ � êîìïàêò L ⊂ R

n \A. Êîìïàêò L çàìêíóò, òàê ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò øàð Bδ(a) ñ öåíòðîì â a, íå ïåðåñåêàþùèé L. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè A
ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì òàêèõ øàðîâ; îáîçíà÷èì ýòî îáúåäèíåíèåK. Òåïåðü A ⊂ K ⊂ R

n\L,
òàê ÷òî z1, z2 � îòíîñèòåëüíûå öèêëû â (Rn,Rn\K); îáîçíà÷èì [z1]K , [z2]K ∈ Hn(R

n,Rn\K) ïðåäñòàâëÿåìûå
èìè êëàññû ãîìîëîãèé. Ïîñêîëüêó îðèåíòèðóþùåå (êàê è ëþáîå) íàêðûòèå R

n
òðèâèàëüíî, ïðîèçâîëüíîå

ñå÷åíèå µ : A→ R̃n
ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü äî ñå÷åíèÿ µK íà K, è òîãäà (ιa,K)∗[z1]K = (ιa,K)∗[z2]K =

µK(a) äëÿ âñåõ a ∈ K (ïî÷åìó?). Íî äëÿ K òåîðåìà óæå äîêàçàíà, ïîñêîëüêó ýòî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî

÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ Ψ(µK) ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, [z1]K =
Ψ(µK) = [z2]K . Îòñþäà [z1] = (ιA,K)∗[z1]K = (ιA,K)∗[z2]K = [z2], è óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû äîêàçàíî ïðè

M = R
n
(è ïðîèçâîëüíîì A).

Åñëè k > n, òî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ [z] ∈ Hk(M,M \ A), ïðåäñòàâëåííûé öåïüþ z ∈ Cn(M).
Ïîñòðîèì êîìïàêòK êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2; òîãäà [z]K ∈ Hk(M,M\K) = 0, îòêóäà [z] = (ιA,K)∗[z]K =
0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z ïîëó÷àåìHk(M,M\A) = 0, òàê ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿM = R

n
è ïðîèçâîëüíîãî

êîìïàêòíîãî A.
Ïóñòü òåïåðü M � ïðîèçâîëüíîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ M ìîæíî

(äîêàæèòå!) ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ A = A1 ∪ · · · ∪ Am, ãäå âñå Ai � êîìïàêòû, è äëÿ

êàæäîãî i ñóùåñòâóåò êàðòà Ui ⊃ Ai, ãîìåîìîð�íàÿ R
n
. Åñëè m = 1, òî ñèñòåìà êîîðäèíàò xUi

ïåðåíîñèò

òåîðåìó â R
n
, ãäå îíà óæå äîêàçàíà. Åñëè m > 1, òî ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî m: ïóñòü P = A1 ∪ · · · ∪ Am−1

è Q = Am. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè òåîðåìà âåðíà äëÿ P , Q è P ∩Q; òåïåðü èç ëåììû 9 âûòåêàåò, ÷òî

îíà âåðíà è äëÿ A = P ∪Q. �

Ïóñòü M1,M2 � êîìïàêòíûå ñâÿçíûå îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè n, à
f : M1 → M2 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f∗,n : Hn(M1) → Hn(M2) � ãîìîìîð�èçì Z → Z,

òî åñòü óìíîæåíèå íà ÷èñëî d, íàçûâàåìîå ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f : d = deg f . (Îòìåòèì, ÷òî ÷òîáû

îïðåäåëèòü d, íóæíî çà�èêñèðîâàòü èçîìîð�èçìû Hn(M1) è Hn(M2) ñ Z, òî åñòü âûáðàòü îðèåíòàöèþ

îáîèõ ìíîãîîáðàçèé.)

Ïóñòü f : M1 → M2 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, à a ∈ M1 � åãî íåêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà; c
def

= f(a). Èç òåîðåìû
îá îáðàòíîé �óíêöèè âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ M2 òî÷êè c, ãîìåîìîð�íàÿ R

n
è òàêàÿ,

÷òî îòîáðàæåíèå f |f−1(U) : f−1(U) → U ÿâëÿåòñÿ äè��åîìîð�èçìîì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî U è f−1(U) ëåæàò â ïðåäåëàõ îäíîé êàðòû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Åñëè x è y
� êîîðäèíàòû êàðòàõ f−1(U) è U ñîîòâåòñòâåííî (èç îðèåíòèðîâàííîãî àòëàñà; îðèåíòàöèÿ íà M1 è M2

ñ÷èòàåòñÿ âûáðàííîé), òî fxy : y ◦f ◦x−1
� äè��åîìîð�èçì äâóõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â R

n
, òàê ÷òî çíàê

sgndet f ′
xy(u) ïîñòîÿíåí. Ýòîò çíàê íàçûâàåòñÿ çíàêîì íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè a è îáîçíà÷àåòñÿ sgn(a).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàì óæå èçâåñòíà â ñëó÷àå, êîãäà M1 è M2 � ñ�åðû:

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f : M1 → M2 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à c ∈ M2 � íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Òîãäà

ïðîîáðàç f−1(c)
def

= {a1, . . . , aN} ⊂M1 êîíå÷åí, è deg f =
∑N

i=1 sgn(ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê âûøå, çà�èêñèðóåì êîîðäèíàòíóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè c òàêóþ, ÷òî ïðîîáðàç f−1(U)
� äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé U1, . . . , UN òàêèõ, ÷òî ai ∈ Ui è

f |Ui
: Ui → U � äè��åîìîð�èçì. �àññìîòðèì ïîêðûòèå M2 îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè U è V = M2 \ {c}

è ïîêðûòèå M1 îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè f−1(U) = U1 ⊔ · · · ⊔ UN è W = M1 \ f
−1(c) = M1 \ {a1, . . . , aN}.



Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò îäíî ïîêðûòèå â äðóãîå, òàê ÷òî f∗ � ìîð�èçì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ìàéåðà�

Âèåòîðèñà ýòèõ ïîêðûòèé. Îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèé �ðàãìåíò:

(2)

Z → Z
N

|| ||
Hn(M1) → Hn−1((U1 \ {a1}) ⊔ · · · ⊔ (UN \ {aN})
↓ f∗ ↓ f∗

Hn(M2) → Hn−1(U \ {c})
|| ||
Z → Z

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà f∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óìíîæåíèå íà deg f ;
ïî îïðåäåëåíèþ çíàêà íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðàâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó 1×N
âèäà (sgn(a1), . . . , sgn(aN ))T .

�îðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà â ñàìîé íèæíåé ñòðîêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ãîìîìîð�èçìàHn(M2) →
Hn(M2,M2 \ {c}) èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (M2,M2 \ {c}), ãîìîìîð�èçìà âûðåçàíèÿ Hn(M2,M2 \
{c}) → Hn(U,U \ {c}) è ãîìîìîð�èçìà Hn(U,U \ {c}) → Hn−1(U \ {c}) èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàðû (U,U \ {c}). Ïåðâûé ãîìîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ïî òåîðåìå 7, âòîðîé � ïî òåîðåìå 3, à

òðåòèé � â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû è òîãî, ÷òî Hn(U) = 0 = Hn−1(U) (ñëó÷àé n = 1
ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà â íèæíåé ñòðîêå � òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå (ïðîâåðüòå çíàêè îáðàçóþùèõ!), à â âåðõíåé ñòðîêå � ìàòðèöà N×1, ðàâíàÿ (1, . . . , 1) (ïî÷åìó?).
Òåì ñàìûì èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (2) âûòåêàåò, ÷òî deg f = 1·deg f = (1, . . . , 1)·(sgn(a1), . . . , sgn(aN ))T =

sgn(a1) + · · ·+ sgn(aN ). �

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàæèòå àíàëîã ñëåäñòâèÿ 8 äëÿ ãîìîëîãèé ñ êîý��èöèåíòàìè â Z/2Z. Â ýòîì ñëó÷àå

îðèåíòèðóåìîñòü ìíîãîîáðàçèÿ íå òðåáóåòñÿ!


