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Àííîòàöèÿ. Êîãîìîëîãèè è óìíîæåíèÿ.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ñèíãóëÿðíûõ êîãîìîëîãèÿõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Cèíãóëÿðíîé n-êîöåïüþ ïðîñòðàíñòâà X ñ êîý��èöèåíòàìè â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçì Cn(X,R) → R

ìîäóëÿ ñèíãóëÿðíûé öåïåé â R. n-êîöåïè îáðàçóþò R-ìîäóëü Cn(X,R)
def

= Hom(Cn(X,R), R). Ïîñêîëüêó ìîäóëü

ñèíãóëÿðíûõ öåïåé ñâîáîäíûé, ñèíãóëÿðíàÿ êîöåïü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà åãî îáðàçóþùèõ

� ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ.

Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì δn : Cn(X,R) → Cn+1(X,R), äâîéñòâåííûé ê ãîìîìîð�èçìó ∂n+1 öåïåé:

δb(α)(c)
def

= α(∂n+1c) äëÿ âñåõ c ∈ Cn+1(X,R), α ∈ Cn(X,R). Î÷åâèäíî, ãîìîìîð�èçìû δ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

δn+1◦δn = 0, òàê ÷òî ñèíãóëÿðíûå êîöåïè îáðàçóþò êîöåïíîé êîìïëåêñ, íàçûâàåìûé ñèíãóëÿðíûì êîöåïíûì êîìïëåêñîì

ïðîñòðàíñòâà X; åãî ãîìîëîãèè íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâà X ñ êîý��èöèåíòàìè â R è îáîçíà÷àþòñÿ

Hn(X,R), n = 0, 1, . . . .
Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî äëÿ âñÿêîãî n îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçè f#,n : Cn(Y,R) →

Cn(X,R), äâîéñòâåííûé ê ãîìîìîð�èçìó f#,n ìîäóëåé ñèíãóëÿðíûõ öåïåé: f#,n(α)(c)
def

= α(f#,n(c)), ãäå α ∈ Cn(Y,R),

c ∈ Cn(X,R). �îìîìîð�èçìû f#
êîììóòèðóþò ñ δ (óòî÷íèòå!), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíû ãîìîìîð�èçìû

êîãîìîëîãèé f∗,n : Hn(Y,R) → Hn(X,R) (òàê æå, êàê äëÿ ãîìîëîãèé). Î÷åâèäíî, (f ◦g)#,n = g#,n
◦f#,n

, è òàê æå äëÿ

ãîìîìîð�èçìîâ êîãîìîëîãèé. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûé êîöåïíîé êîìïëåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòðàâàðèàíòíûé

�óíêòîð èç êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ R-ìîäóëåé, à êîãîìîëîãèè �

êîíòðàâàðèàíòíûé �óíêòîð èç òîé æå êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ ãðàäóèðîâàííûõ R-ìîäóëåé. Òàê æå, êàê äëÿ ãîìîëîãèé,

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f∗,n
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèÿ f . Ñëåäîâàòåëüíî, êîãîìîëîãèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

�óíêòîð èç ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè, è êîãîìîëîãèè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íû.

Ïóñòü Y ⊂ X; îòíîñèòåëüíûìè êîöåïÿìè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ìîäóëÿ Cn(X,Y,R) ⊂ Cn(X,R), ñîñòîÿùåãî èç

ãîìîìîð�èçìîâ α òàêèõ, ÷òî α(c) = 0 äëÿ âñÿêîé öåïè c ∈ Cn(Y,R) ⊂ Cn(X,R). Êàê è äëÿ àáñîëþòíûõ êîöåïåé, äëÿ

îòíîñèòåëüíûõ êîöåïåé îïðåäåëåëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçì δn è êîãîìîëîãèè.

Îñíîâíûå òåîðåìû î ãîìîëîãèÿõ, äîêàçàííûå â êóðñå � ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü, òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ïàðû, òðîéêè è Ìàéåðà�Âèåòîðèñà, òåîðåìà î êîìïëåêñå �ìàëûõ� ñèìïëåêñîâ, òåîðåìà î âûðåçàíèè è äð. � èìåþò

î÷åâèäíûé àíàëîã äëÿ êîãîìîëîãèé. Äëÿ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëåíû (êàê èìåííî?) êëåòî÷íûå êîãîìîëîãèè;

îíè èçîìîð�íû ñèíãóëÿðíûì � äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ãîìîëîãè÷åñêîìó ñëó÷àþ.

Ïðèìåð 1. Ñèíãóëÿðíàÿ 0-êîöåïü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà 0-ñèìïëåêñàõ ïðîñòðàíñòâà
X , ò.å. íà òî÷êàõ a ∈ X . Òåì ñàìûì C0(X,R) èçîìîð�åí ìîäóëþ F (X,R) âñåõ �óíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè

â R. Êîöåïü α ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì (ò.å. δα = 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ñèíãóëÿðíîãî 1-
ñèìïëåêñà, ò.å. ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : [0, 1] → X , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α(∂f) =
α(f(1))−α(γ(0)) = 0� èíûìè ñëîâàìè, �óíêöèÿ α ïîñòîÿííà íà êîìïîíåíòàõ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà

X . Ïîñêîëüêó 0-êîãðàíèö, îòëè÷íûõ îò 0, íå ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåì, ÷òî H0(X,R) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X �

ìîäóëü R-çíà÷íûõ �óíêöèé íà ìíîæåñòâå êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X . Åñëè ìíîæåñòâî

êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êîíå÷íî, òî H0(X,R) èçîìîð�íî H0(X,R).
Ñèííóëÿðíàÿ 1-êîöåïü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè íà ìíîæåñòâå ñèíãóëÿðíûõ 1-ñèìïëåêñîâ,

ò.å. íåïðåðûâíûõ êðèâûõ f : [0, 1] → X . Êîöåïü α ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ñèíãóëÿðíîãî 2-
ñèìïëåêñà, òî åñòü íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ F : ∆2 → X , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α(F |01) + α(F |12) =
α(F |02) (èìåþòñÿ â âèäó îãðàíè÷åíèÿ F íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà∆2 ñ âåðøèíàìè 0, 1 è 2, çàïàðàìåòðèçîâàííûå
à��èííî ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé îòðåçêîì [0, 1]). Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f1 = F |01 è f2 = F |12 � ïðîèçâîëüíûå

êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ f1(1) = f2(0) = F (1), à f3 = F |12 � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ãîìîòîïíàÿ ïðîèçâåäåíèþ

f1 · f2 (â ñìûñëå óìíîæåíèÿ êðèâûõ), òî α(f3) = α(f1) + α(f2). Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî α(f) íå
ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèè êðèâîé f ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè, è α(f1 ·f2) = α(f1)+α(f2). Íåòðóäíî äîêàçàòü
(ïðîäåëàéòå!), ÷òî ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû α áûëà êîöèêëîì.

Êîöåïü α ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ β : X → R òàêàÿ, ÷òî α(f) = β(f(1)) − β(f(0))
(â ýòîì ñëó÷àå α = δβ). Î÷åâèäíî, ÷òî 1-êîãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è 1-êîöèêëîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m ≤ n è 0 ≤ p0, . . . , pm ≤ n îáîçíà÷èì ιp0...pm
à��èííîå îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíûõ

ñèìïëåêñîâ ∆m → ∆n, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó íîìåð i ñèìïëåêñà ∆m â âåðøèíó íîìåð pi ñèìïëåêñà ∆n, 0 ≤
i ≤ m. Ïóñòü òåïåðü α ∈ Cn(X,R), β ∈ Ck(X,R). Ñèìâîëîì α ∪ β îáîçíà÷àåòñÿ (n+ k)-êîöåïü, äåéñòâóþùàÿ
íà ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ f : ∆n+k → X ïî ïðàâèëó (α ∪ β)(f) = α(f ◦ ι0...n · β(f ◦ ιn,...,n+k); çäåñü · �
óìíîæåíèå â êîëüöå R.
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Òåîðåìà 2. 1. Óìíîæåíèå öåïåé áèëèíåéíî: (t1α1 + t2α2) ∪ β = t1α1 ∪ β + t2α2 ∪ β (t1, t2 ∈ R) è

àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ.

2. Óìíîæåíèå öåïåé àññîöèàòèâíî: (α ∪ β) ∪ γ = α ∪ (β ∪ γ).
3. Óìíîæåíèå öåïåé �óíêòîðèàëüíî: åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî f#(α ∪ β) =

(f#α) ∪ (f#β), ãäå α, β � êîöåïè â Y .
4. Óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñóïåðòîæäåñòâó Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ ê δ: δ(α ∪ β) = (δα) ∪ β +

(−1)nα ∪ (δβ), ãäå α ∈ Cn(X,R), β ∈ Ck(X,R).

Äîêàçàòåëüñòâî � ïðÿìàÿ ïðîâåðêà.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíî áèëèíåéíîå è àññîöèàòèâíîå óìíîæåíèå êîãîìîëîãèé:

ïóñòü x ∈ Hn(X,R) � êëàññ, ïðåäñòàâëåííûé êîöèêëîì α, à y ∈ Hk(X,R) � êîöèêëîì β. Òîãäà ñîãëàñíî

ïóíêòó 4 òåîðåìû 2 êîöåïü α ∪ β � êîöèêë; îáîçíà÷èì x ∪ y ∈ Hn+k(X,R) ïðåäñòàâëÿåìûé åþ êëàññ

êîãîìîëîãèé. Îò âûáîðà êîöèêëîâ α è β ýòîò êëàññ íå çàâèñèò: åñëè α 7→ α+ δγ, òî α∪β 7→ α∪β+(δγ)∪β =
α∪β+ δ(γ ∪β) (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � â ñèëó ïóíêòà 4 òåîðåìû 2 è óñëîâèÿ δβ = 0) � äðóãîé ïðåäñòàâèòåëü

òîãî æå êëàññà; àíàëîãè÷íî äëÿ β. Èç ïóíêòà 3 âûòåêàåò, ÷òî åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

òî îòîáðàæåíèå f∗ : H∗(Y,R) → H∗(X,R) ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå. Òåì ñàìûì H∗
ñòàíîâèòñÿ �óíêòîðîì èç

òîïîëîãè÷åñêîé (èëè ãîìîòîïè÷åñêîé) êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ ãðàäóèðîâàííûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð íàä

êîëüöîì R.

Ïðèìåð 3. Ìîäóëü H0(X,R) �óíêöèé íà ìíîæåñòâå êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè X ñîäåðæèò �óíêöèþ

1, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1 ∈ R. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 1 ∪ α = α ∪ 1 = α äëÿ âñÿêîé êîöåïè (è êëàññà

êîãîìîëîãèé) α. Òåì ñàìûì 1 ∈ H0(X,R) ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé R-àëãåáðû H∗(X,R).

Òåîðåìà 4. Óìíîæåíèå êîãîìîëîãèé ñóïåðêîììóòàòèâíî: åñëè α ∈ Cn(X,R), β ∈ Ck(X,R), òî β ∪ α =
(−1)nkα ∪ β.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îòëîæèì äî ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Ïóñòü X,Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, x ∈ Hn(X,R), y ∈ Hk(Y,R), è p1 : X×Y → X , p2 : X×Y → Y

� ïðîåêöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîìíîæèòåëè. Îáîçíà÷èì x× y
def

= p∗1x ∪ p∗2y ∈ Hn+k(X × Y,R).

Ñëåäñòâèå 5 (òåîðåì 2 è 4). Îïåðàöèÿ × : Hn(X,R) × Hk(Y,R) → Hn+k(X × Y,R) áèëèíåéíà (íàä R),
àññîöèàòèâíà, ñóïåðêîììóòàòèâíà (y× x = (−1)nkx× y) è �óíêòîðèàëüíà (f∗x× g∗y = (f × g)∗(x× y), ãäå
f : X1 → X2 è g : Y1 → Y2 � íàïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, è (f × g) : X1 × Y1 → X2 × Y2 çàäàíî ðàâåíñòâîì

(f × g)(a, b) = (f(a), g(b))).

Ìîæíî, íàîáîðîò, îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ∪ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ×: ïóñòü D : X → X×X � äèàãîíàëüíîå

âëîæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé D(a) = (a, a) äëÿ âñåõ a ∈ X .

Òåîðåìà 6. D∗(y × z) = y ∪ z, ãäå y ∈ Hn(X), z ∈ Hk(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. D∗(y × z) = D∗(p∗1y ∪ p∗2z) = (D∗p∗1)y ∪ (D∗p∗2)z (ïîñêîëüêó D∗
� ãîìîìîð�èçì àëãåáð)

= (p1 ◦D)∗y ∪ (p2 ◦D)∗z (â ñèëó �óíêòîðèàëüíîñòè) = y ∪ z, òàê êàê p1 ◦D = idX = p2 ◦D. �

Óìíîæåíèå × � áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå × :
H∗(X,R)⊗R H∗(Y,R) → H∗(X × Y,R), ïåðåâîäÿùåå a ⊗ b â a× b. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî íàäåëèòü
ñòðóêòóðîé ñóïåðãðàäóèðîâàííîé àññîöèàòèâíîé R-àëãåáðû, ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ (a ⊗ b) ∪ (c ⊗ d) =
(−1)n2k1(a ∪ c) ⊗ (b ∪ d), ãäå a ∈ Hn1(X,R), b ∈ Hk1(Y,R), c ∈ Hn2(X,R), d ∈ Hk2(Y,R). Â ýòîì ñëó÷àå,

î÷åâèäíî, × ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì R-àëãåáð.

Òåîðåìà 7. Åñëè äëÿ âñÿêîãî k ìîäóëü Hk(Y,R) ñâîáîäåí (íàïðèìåð, åñëè R � ïîëå) è êîíå÷íî ïîðîæäåí

(íàïðèìåð, Y êîìïàêòíî), òî îòîáðàæåíèå × : Hn(X,R)⊗Hk(Y,R) → Hn+k(X × Y,R) � èçîìîð�èçì.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 7 � ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóëû Êþííåòà. Â îáùåì âèäå (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ X è Y è áåç ïðåäïîëîæåíèé î ñòðóêòóðå ãîìîëîãèé Y ) �îðìóëà Êþííåòà óòâåðæäàåò, ÷òî îáðàç
ãîìîìîð�èçìà × âõîäèò â H∗(X × Y,R) â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî, è ñîäåðæèò îïèñàíèå îñòàëüíûõ

ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåð 8. Èíäóêöèåé ïî n ñ ïðèìåíåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà (ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî

ãîìîëîãè÷åñêîìó ñëó÷àþ) äîêàçûâàåòñÿ H0(Sn, R) = Hn(Sn, R) = R äëÿ âñåõ n è Hk(Sn, R) = 0 ïðè k 6= n;
çäåñü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Ýëåìåíò 1 ∈ H0(Sn, R) = R ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî ïðèìåðó 3, åäèíèöåé ïðè

óìíîæåíèè. Åñëè x ∈ Hn(Sn, R) = R � îáðàçóþùàÿ, òî x ∪ x ∈ H2n(X,R) = 0, òî åñòü x ∪ x = 0. Òåì ñàìûì

R-àëãåáðà H∗(Sn, R) èçîìîð�íà R[x]/(x2), ãäå îáðàçóþùàÿ x ∈ Hn(Sn, R) (êàê ãîâîðÿò, èìååò ãðàäóèðîâêó,

èëè ñòåïåíü, n).
Ïîñêîëüêó Hi(Sn, R) ïðè âñåõ i ñâîáîäíû è êîíå÷íî ïîðîæäåíû, èç òåîðåìû 7 âûòåêàåò, ÷òî àëãåáðà

H∗(Sn × · · · × Sn) (m ñîìíîæèòåëåé) èçîìîð�íà R[x]/(x2)⊗m = R[x1, . . . , xm]super/(x2
1, . . . , x

2
m), ãäå çíàê super

îçíà÷àåò, ÷òî óìíîæåíèå îáðàçóþùèõ ñóïåðêîììóòàòèâíî: xjxi = (−1)n
2

xixj = (−1)nxixj (èíûìè ñëîâàìè,

åñëè n ÷åòíî, òî R[x1, . . . , xm]super � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ, à åñëè n íå÷åòíî � òî ãðàññìàíîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ).



Ïðèìåð 9. Ïóñòü R = Z. Êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP 1
ãîìåîìîð�íà S2

; èç óòâåðæäåíèé ïðèìåðà

8 âûòåêàåò, ÷òî H∗((CP 1)n) = Z[x1, . . . , xn]/(x
2
1, . . . , x

2
n); óìíîæåíèå â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ êîììóòàòèâíîå.

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå fn : (CP 1)n → CPn
, çàäàííîå �îðìóëîé f([z1 : w1], . . . , [zn : wn])

def

= [u0 : · · · : un],
ãäå u0t

n + u1t
n−1s+ · · ·+ uns

n = (tz1 − sw1) . . . (tzn − swn).
Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n (ïîñêîëüêó íå âñå ui ðàâíû íóëþ);

îí îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïðÿìûõ {(t, s) ∈ C2 | tzi = swi}, i = 1, . . . , n. Íàáîð ýòèõ ïðÿìûõ îïðåäåëÿåò

ìíîãî÷ëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ò.å. òî÷êó â CPn
� îäíîçíà÷íî). Îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò

2 ïåðåìåííûõ ñòåïåíè n íàä ïîëåì C îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ, ðàçëàãàåòñÿ

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè (ïî÷åìó?) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò íàáîð ïðÿìûõ (ò.å. òî÷åê CP 1
) ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåñòàíîâêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàç f−1(u) òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãî÷ëåíó

áåç êðàòíûõ êîðíåé) ñîñòîèò èç n! òî÷åê.

Ëåììà 10. Ïóñòü h = (h1, . . . , hn) : Cn → Cn
� îòîáðàæåíèå, ãäå h1, . . . , hn � ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè

n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ; ïóñòü hk(z) = fk(z) + igk(z), ãäå fk, gk : Cn → R. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

hR : R2n → R
2n
, çàäàííîå �îðìóëîé hR(x1, . . . , x2n) = (f1(x1 + ix2, . . . , x2n−1 + ix2n), g1(x1 + ix2, . . . , x2n−1 +

ix2n), . . . , fn(. . . ), gn(. . . )). Òîãäà det(hR)′(x1, . . . , x2n) = |detA|
2
, ãäå A � ìàòðèöà n × n ñ êîìïëåêñíûìè

êîý��èöèåíòàìè

∂hk

∂zj
(z1, . . . , zn), zj = x2j−1 + ix2j , j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

∂hk

∂zj
= akj + ibkj , òîãäà hk(z1, . . . , zk+u, . . . , zn) = (akj + ibkj)u+o( |u|), u → 0, îòêóäà

fk(z1, . . . , zj+u, . . . , zn) = Re((akj+ibkj)u)+o( |u|), è àíàëîãè÷íî äëÿ gk. Ñëåäîâàòåëüíî, (h
R)2k−1(x1, . . . , x2j−1+

v, . . . , x2n) = fk(z1, . . . , zj + v, . . . , zn) = akjv + o(v), îòêóäà
∂hR

2k−1

∂x2j−1

= akj (íàïîìíèì, ÷òî v ∈ R, òàê ÷òî

Re(akj + ibkj)v = akjv). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
∂hR

2k

∂x2j
= akj è

∂hR

2k−1

∂x2j
= bkj = −

∂hR

2k

∂x2j−1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

(hR)′(x) � ìàòðèöà èç n× n áëîêîâ 2× 2 âèäà M [akj + ibkj ] =

(

skj −bkj
bkj akj

)

.

Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λ1 = µ1 + iν1, . . . , λn +
iνn. Äåëàÿ ñ ìàòðèöåé (hR)′(x) àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì áëî÷íî-

âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ áëîêàìè M [λ1], . . . ,M [λn] íà äèàãîíàëè. Îïðåäåëèòåëü A ðàâåí λ1 . . . λn; åñëè

æå ïðåäñòàâèòü det(hR)′(x) êàê ñóììó ìîíîìîâ îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, çàíóìåðîâàííûõ ïåðåñòàíîâêàìè

÷èñåë 1, . . . , 2n, òî íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïðèíèìàþò òîëüêî ìîíîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì, ïåðåâîäÿùèõ
êàæäóþ ïàðó {2k − 1, 2k} â ñåáÿ. Òàêèõ ïåðåñòàîâîê 2n è ñóììà ïî íèì ðàâíà (µ2

1 + ν21 ) . . . (µ
2
n + ν2n) =

|λ1|
2
. . . |λn|

2
= |detA|

2
. �

CPn
� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n, îáëàäàþùåå àòëàñîì U0 ∪ · · · ∪ Un, ãäå Ui

def

= {[u0 : · · · :
un] | ui 6= 0}; êîîðäèíàòà x(i)([u0 : · · · : un]) = (u0/ui, . . . , un/ui) ∈ Cn = R2n

. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1
ìíîãîîáðàçèå CP 1

ïîêðûòî êàðòàìè V0 ∪ V1 ñ êîîðäèíàòàìè y0 : V0 → C è y1 : V1 → C, òàê ÷òî (CP 1)n

ïîêðûòî 2n êàðòàìè Vi1i...in

def

= Vi1 × · · · × Vin , ãäå êàæäûé èíäåêñ ik ∈ {0, 1}; ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
yi1,...,in = (yi1 , . . . , yin) : Vi1,...,in → Cn = R2n

.

Ñëåäñòâèå 11 (ëåììû 10). Ìíîãîîáðàçèå CPn
îðèåíòèðóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà â êîîðäèíàòàõ x(j)
� íàáîðû n ðàöèîíàëüíûõ�óíêöèé n ïåðåìåííûõ.

�

Ñëåäñòâèå 12 (ñëåäñòâèÿ 11). Ìíîãîîáðàçèå (CP 1)n îðèåíòèðóåìî.

Êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèÿ f â êîîðäèíàòàõ (yi1,...,in , x
(j))� ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäñòâèå 13. Çíàê ëþáîé íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f � ïîëîæèòåëüíûé. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

f ðàâíà n!.

Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå CPn
ñîäåðæèò ïî îäíîé êëåòêå ðàçìåðíîñòåé 0, 2, . . . , 2n. Ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèàëû

â êîöåïíîì êëåòî÷íîì êîìïëåêñå ðàâíû 0 (íåò êëåòîê ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòåé), îòêóäà H2k(CPn) = Z ïðè

k = 0, 1, . . . , n; îñòàëüíûå êîãîìîëîãèè íóëåâûå. Îáîçíà÷èì yk ∈ H2k(CPn) îáðàçóþùóþ.
Ñòàðøèå ãîìîëîãèèH2n((CP 1)n)� êîìïîíåíòà àëãåáðû Z[x1, . . . , x2n]/(x1, . . . , xn) ñòåïåíè 2n. Îíà èçîìîð�íà

Z (êàê è äîëæíî áûòü: (CP 1)n � îðèåíòèðóåìîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n) è ïîðîæäåíà

ýëåìåíòîì x1 . . . xn (íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü êàæäîãî xi ∈ H2(CP 1) ðàâíà 2).
Îáîçíà÷èì qi : CP

1 → (CP 1)n âëîæåíèå CP 1
â êà÷åñòâå i-ãî ñìíîæèòåëÿ: qi([z : w]) = ([0 : 1], . . . , [0 : 1], [z :

w], [0 : 1], . . . , [0 : 1]) ([z : w] íà i-îì ìåñòå), 0 ≤ i ≤ n. Ïóñòü òàêæå pk : (CP 1)n → CP 1
, íàîáîðîò, � ïðîåêöèÿ

íà k-ûé ñîìíîæèòåëü. Î÷åâèäíî, pk ◦ qi = idCP 1
, åñëè i = k, è ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì â òî÷êó, åñëè i 6= k.

Îáîçíà÷èì x ∈ H2(CP 1) = Z îáðàçóþùóþ; ïîëó÷èì, ÷òî q∗i (xk) = q∗i (p
∗
k(x)) = x, åñëè i = k è 0, åñëè i 6= k.

Â òî æå âðåìÿ fn ◦ qi : CP 1 → CPn
� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå CP 1

â sk2(CP
n) = {[0 : · · · : 0 : un−1 :

un]} = CP 1
. Îáðàçóþùàÿ H2(sk2(CP

n)) ñîîòâåòñòâóåò êëåòî÷íîìó êîöèêëó e2 (äâóìåðíàÿ êëåòêà â CPn
), òî



åñòü îáðàçóþùåé y1 ∈ H2(CPn). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî q∗i (f
∗(y1)) = x äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n è, ñëåäîâàòåëüíî,

f∗(y1) = x1 + · · ·+ xn ∈ H2((CP 1)n).
Îòîáðàæåíèå f∗

� ãîìîìîð�èçì àëãåáð. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî f∗(yn1 ) = (x1 + · · · + xn)
n = n!x1 . . . xn

(îñòàëüíûå ìîíîìû ñîäåðæàò ïåðåìåííûå â ñòåïåíè, áîëüøåé 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íóëþ). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, f∗(yn) = n!x1 . . . xn, ïîñêîëüêó yn ∈ H2n(CPn) è x1 . . . xn ∈ H2n((CP 1)n) � îáðàçóþùèå, à deg f =
n! ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 13. Îòîáðàæåíèå f∗,2n : Z = H2n(CPn) → H2n((CP 1)n) = Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

óìíîæåíèå íà n! è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî. Ïîýòîìó èç f∗(yn) = f∗(yn1 ) âûòåêàåò, ÷òî

yn1 = yn â H∗(CPn). Ïîñêîëüêó skk(CP
n) = CP k

, ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî yk1 = yk ïðè âñåõ k = 0, . . . , n. Òàêèì
îáðàçîì, àëãåáðà H∗(CPn) èçîìîð�íà Z[y]/(yn+1), ãäå óìíîæåíèå â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ êîììóòàòèâíîå, à

ñòåïåíü îáðàçóþùåé y ðàâíà 2.
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, íàïðèìåð, òàêîé �àêò:

Òåîðåìà 14. Còåïåíü ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : CPn → CPn
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-óþ

ñòåïåíü öåëîãî ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n ÷åòíî, òî ñòåïåíü íåîòðèöàòåëüíà � íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò

äè��åîìîð�èçìà CPn
â ñåáÿ, îáðàùàþùåãî îðèåíòàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ H2(CPn) � îáðàçóþùàÿ; òîãäà f∗(x) = ax äëÿ íåêîòîðãî a ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî,

f∗(xn) = anxn
, òî åñòü deg f = an. �


