
Антон Фонарёв Алгебра I НМУ, осень 2021

Задание #5

11 октября

Определение. Идеалы I, J в кольце A называются взаимно простыми, если I+J = A.

Задача 1

Пусть I1, I2, . . . In ⊆ A— набор попарно взаимно простых идеалов в кольце A. Докажите,
что I1I2 · · · In = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In, а естественное отображение колец

A/(I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In)→ A/I1 × A/I2 × · · · × A/In

— изоморфизм.

Задача 2

Пусть A — кольцо главных идеалов, p — простой элемент в A, 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an,
1 ≤ b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bm — целые числа. Докажите, что

A/(pa1)⊕ A/(pa2)⊕ · · · ⊕ A/(pan) ' A/(pb1)⊕ A/(pb2)⊕ · · · ⊕ A/(pbm)

тогда и только тогда, когда n = m и ai = bi для всех i = 1, . . . , n. (Для любого A-модуля
M канонически определен подмодуль pM .)

Задача 3

Пусть A — кольцо главных идеалов, a1|a2| · · · |an, b1|b2| · · · |bm — элементы A. Докажите,
что

A/(a1)⊕ A/(a2)⊕ · · · ⊕ A/(an) ' A/(b1)⊕ A/(b2)⊕ · · · ⊕ A/(bm)

тогда и только тогда, когда n = m и ai = bi для всех i = 1, . . . , n.

Задача 4

Вычислите определитель матриц
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Задача 5

Пусть k — поле, X ∈ Matm×n(k) — такая, что tr(XY ) = 0 для всех Y ∈ Matn×m(k).
Покажите, что X = 0.

Задача 6

Вычислите HomZ(Z/(n),Z/(m)) и HomZ(Q,Z/(n)) для всех целых n,m ≥ 1.
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