
ÊÎÁÎÐÄÈÇÌÛ È ÄÅÉÑÒÂÈß ÒÎÐÀ
ËÈÑÒÎÊ 3: ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ È ×ÈÑËÀ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ CP n.

2.
à) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ L(n,m) = CP (η ⊕ Cm), ãäå

η � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n, à Cm � òðèâèàëüíîå
m-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n.

á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1⊕ . . .⊕η⊗ik) äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë i1, . . . , ik.

â)* Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëî-
åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1 ⊕ . . .⊕ η⊗ik).

3. Ïóñòü η � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CP∞. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ζ íàä CP∞ òàêîãî, ÷òî η ⊕ ζ òðèâèàëüíî.

4. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ω = (i1, . . . , kk) ÷èñëà n = i1+ . . .+ ik îïðåäåëèì ÷èñëî

Øòèôåëÿ�Óèòíè êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn:

wω[M
n] = ⟨wi1 · · ·wik(T M), [Mn]⟩ ∈ Z2,

÷èñëî ×æåíÿ êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2n:

cω[M
2n] = ⟨ci1 · · · cik(T M), [M2n]⟩ ∈ Z

è ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà êîìïàêòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M4n:

pω[M
4n] = ⟨pi1 · · · pik(T M), [M4n]⟩ ∈ Z.

Âû÷èñëèòå âñå ÷èñëà Øòèôåëÿ�Óèòíè ïðîñòðàíñòâà RP n, ÷èñëà ×æåíÿ è Ïîíò-
ðÿãèíà ïðîñòðàíñòâà CP n.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Mn ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W n+1,
òî wω[M

n] = 0 äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ω. Àíàëîãè÷íî, åñëè M4n ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿW 4n+1, òî pω[M

4n] = 0 äëÿ ëþáîãî ω.

6. Äîêàæèòå, ÷òî RP 2n è CP 2n íå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè íèêàêîãî êîìïàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, à RP 2n+1 è CP 2n+1 ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé êëàññ sk(ξ) ∈ H2k(X;Z) êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ξ íàä
êëåòî÷íîé áàçîé X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

à) åñëè ξ � ðàññëîåíèå íàä X è dimX < 2k, òî sk(ξ) = 0;
á) sk(ξ ⊕ η) = sk(ξ) + sk(η);
â) åñëè ξ � îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå, òî sk(ξ) = c1(ξ)

k.
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