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Ëèñòîê 6.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ïàðû îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé R, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî R.
Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ìíîæåñòâà â R2, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, íî

ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñÿêîé ïðÿìîé ïî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó.
Çàäà÷à 3. Ìîæíî ëè Rn ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ çàìêíóòûõ øàðîâ ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà?
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

ñ÷åòíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, à âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
èëè ñ÷åòíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî èëè
ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
Çàäà÷à 5. Ìîæíî ëè òàê çàíóìåðîâàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà {rn} â îòðåçêå [−1, 1],

÷òî èíòåðâàëû (rn − n−1, rn + n−1) íå ïîêðîþò [−1, 1]?
Çàäà÷à 6. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ R òàêîâî, ÷òî äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ A, x < y,

ñóùåñòâóåò z ∈ A, x < z < y. Îáÿçàíî ëè çàìûêàíèå A ñîäåðæàòü âíóòðåííþþ òî÷êó?
Îïèøèòå âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ äàííîå óñëîâèå.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü (X, %) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
(a) Ïóñòü A ⊂ X è f(x) = dist(x,A) = inf{%(x, y) : y ∈ A}. Äîêàæèòå, ÷òî

|f(x)− f(z)| ≤ %(x, z).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè X → R ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåé
íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà îäíîì èç íèõ è åäèíèöå
íà äðóãîì.
Çàäà÷à 8. (a) Îïèøèòå âñå íåïðåðûâíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé, óäîâëå-

òâîðÿþùèå òîæäåñòâó f(x+ y) = f(x) + f(y).
(b) Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âåðíî òîæäåñòâî èç (a)?
(c) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîñòüþ?
(d) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü îãðàíè÷åííîñòüþ f â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ?
Çàäà÷à 9. Ïóñòü C � ìíîæåñòâî Êàíòîðà è g � ôóíêöèÿ Êàíòîðà. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y),
(b) sup|x−y|≤δ |g(x)− g(y)| = g(δ),
(c) |g(x)− g(y)| ≤ |x− y|α, ãäå α = log3 2.
Çàäà÷à 10. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà?
Çàäà÷à 11. Ïóñòü K � âñå íåïóñòûå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà êóáà [0, 1]n. Äîêà-

æèòå, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà

d(A,B) = max
{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)
}

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà K è ïðîñòðàíñòâî (K, d) ïîëíî.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü fj : [0, 1]

n → [0, 1]n, ãäå j = 1, 2 . . . ,m, � ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå F : K → K, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

F (K) = f1(K)
⋃

f2(K)
⋃

. . .
⋃

fm(K)

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ F , ïîðîæäåííîãî ôóíêöèÿìè f1(x) = x/3 è f2(x) = (2+x)/3.
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