
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ýêçàìåí

Ýòî ñïèñîê çàäà÷ äëÿ ýêçàìåíà ïî êóðñó ¾Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû¿ â

ÍÌÓ â îñåííåì ñåìåñòðå 2022 ãîäà. Çà çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñèìóì 125 áàëëîâ, äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îöåíêè k íàäî íàáðàòü ìèíèìóì (k − 2) ∗ 30 + 10 áàëëîâ. Ðåøåíèÿ ïðèñûëàéòå1

äî 28 äåêàáðÿ ïî àäðåñó grigorypapayanov2020@u.northwestern.edu. Âîïðîñû ïî

óñëîâèÿì ïðèñûëàéòå òóäà æå èëè â äèñêîðä https : //discord.gg/7jKHBTdrbH.

Çàäà÷à 1: (3 áàëëà) Âû÷èñëèòå H∗
c (Rn), êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 2: (5 áàëëîâ) Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, è ïóñòü U, V ⊂ M � äâà îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâà. Ïîñòðîéòå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ ôîðì ñ
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè

0−→ Ω∗
c(U ∩ V )−→ Ω∗

c(U)⊕ Ω∗
c(V )−→ Ω∗

c(U ∪ V )−→ 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Çàäà÷à 3: (7 áàëëîâ) Ïóñòü M � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì H i(M)−→ (Hn−i

c (M))∨. Ïîäñêàçêà: ïîñòðîé-
òå åãî äëÿ Rn è âîñïîëüçóéòåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà.

Çàäà÷à 4: (15 áàëëîâ) Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, è ∆n ⊂ Rn+1 � ñòàí-
äàðòíûé ñèìïëåêñ. Ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ ∆n −→X íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îí
ïðîäîëæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü ∆n â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè-
öà ãëàäêîãî ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà ãëàäêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ ôóíêöèé íà
ãëàäêèõ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ (êîìïëåêñ ãëàäêèõ ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé) âû÷èñ-
ëÿåò ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè X.

Çàäà÷à 5: (15 áàëëîâ) Ïóñòü A è B� äâå äã-àëãåáðû, ïðè÷¼ì A ìèíèìàëüíà.
Ïóñòü f0, f1, f2 : A−→B � ìîðôèçìû äã-àëãåáð. Ïócòü F0, F1 : A−→B[t, dt] � ìîð-
ôèçìû äã-àëãåáð, çàäàþùèå ãîìîòîïèè ìåæäó f0 è f1 è ìåæäó f1 è f2. Ïîñòðîéòå
ãîìîòîïèþ ìåæäó f0 è f2. Ïîäñêàçêà: ïðèìåíèòå òåîðèþ ïðåïÿòñòâèé.

Çàäà÷à 6: (7 áàëëîâ) Âû÷èñëèòå ðàíãè ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï dimπi(S
4∨S5)⊗Q

äëÿ i ≤ 14.

1Ïîæàëóéñòà, åñëè çàïèñûâàåòå ðåøåíèÿ îò ðóêè, ïðèñûëàéòå èõ îäíèì ôàéëîì â ôîðìàòå .pdf
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Çàäà÷à 7: (
∑

i=1..n−2 i áàëëîâ, maxn = 7, áàëëû óäâàèâàþòñÿ, åñëè âû÷èñëèòå
åù¼ è óìíîæåíèå) Âû÷èñëèòå êîãîìîëîãèè àëãåáðû Ëè sln ñ òðèâèàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Çàäà÷à 8: (10 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

F −−−→ E −−−→ By y y
F ′ −−−→ E ′ −−−→ B′

êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, â êîòîðîé êàæäàÿ ãîðèçîíòàëü
� ýòî ðàññëîåíèå, è âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìûH∗

dR(F
′)−→H∗

dR(F )
è H∗

dR(B
′)−→H∗

dR(B), òî ñòðåëêà H∗
dR(E

′)−→H∗
dR(E) ýòî òîæå èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 9: (8 áàëëîâ) Ïóñòü Λ(V ) � âíåøíÿÿ àëãåáðà îò êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ãðàäóèðîâàííàÿ ñòåïåíüþ ôîðìû. Ïóñòü d : Λ(V )−→ Λ(V ) ýòî äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, â êâàäðàòå ðàâíîå íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî îíî îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì
îãðàíè÷åíèåì d : V −→ Λ2(V ). Îáîçíà÷èì ñêîáêîé îòîáðàæåíèå

[−,−] : Λ2(V ∨)−→ (Λ2(V ))∨ −→ V ∨,

ïîëó÷åííîå îáðàùåíèåì (ñóùåñòâóþùèì â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè) êàíîíè÷åñêîãî
ìîðôèçìà (Λ2(V ))∨ −→ Λ2(V ∨) è äâîéñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ d∨. Äîêàæèòå, ÷òî ñêîá-
êà [−,−] óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà (Λ(V ), d) ìèíè-
ìàëüíà åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè íèëüïîòåíòíà.

Çàäà÷à 10: (15 áàëëîâ) Ïóñòü E ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå íàä
êîìïëåêñíûì ãðàññìàíèàíîì Gr(2, 4) äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â C4. Âû÷èñëèòå∫

Gr(2,4)

e(S3E)

÷èñëî Ýéëåðà ñèììåòðè÷åñêîãî êóáà îò E.

Çàäà÷à 11: (10 áàëëîâ) Ïóñòü S1 äåéñòâóåò íà S2 = CP 1 ñòàíäàðòíûì âðàùåíèåì,
t · (z0 : z1) = (tz0 : z1). Âû÷èñëèòå ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
äåéñòâèå ýêâèâàðèàíòíî ôîðìàëüíî.
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