
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �1

Çàäà÷à 1.1: Ïóñòü M ýòî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, è ïóñòü A := C∞(M) ýòî àëãåáðà ôóíêöèé íà
í¼ì. Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü C∞(M × M), â êîòîðîì äåéñòâèå A ïðèõîäèò èç ïðîåêöèè íà ïåðâóþ
êîìïîíåíòó. Ðàññìîòðèì èäåàë I ∈ C∞(M×M) ôóíêöèé, çàíóëÿþùèõñÿ íà äèàãîíàëè. Ðàññìîòðèì
A-ìîäóëü I/I2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò A-ìîäóëü èçîìîðôåí ìîäóëþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Çàäà÷à 1.2: Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû äå Ðàìà Ω•(M) ñòåïåíè −1
èìååò âèä iv äëÿ êàêîãî-òî âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Çàäà÷à 1.3: Äîêàæèòå ôîðìóëó Êàðòàíà: Lv = div + ivd.1 Âûðàçèòå i[v,w] ÷åðåç iv, iw è d.

Çàäà÷à 1.4: 5-ëåììà: Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

E1 −−−−→ E2 −−−−→ E3 −−−−→ E4 −−−−→ E5

f1

y f2

y f3

y f4

y f5

y
F1 −−−−→ F2 −−−−→ F3 −−−−→ F4 −−−−→ F5

àáåëåâûõ ãðóïï, â êîòîðîé îáå ñòðîêè òî÷íû, f2 è f4 ýòî èçîìîðôèçìû, f1 ýòî ýïèìîðôèçì è f5
ýòî ìîíîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî f3 ýòî èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 1.5: Ðàññìîòðèì äëÿ äâóõ êîìïëåêñîâ (M,dM ), (N, dN ) ãðàäóèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
Hom(M,N), ãäå Homi(M,N) =

∏
n∈Z Hom(Mn, Nn+i). Îïðåäåëèì íà í¼ì îïåðàòîð d ïî ôîðìóëå

df(m) = f(dMm) + (−1)|f |dNf(m). Äîêàæèòå, ÷òî d2 = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî öåïíûå îòîáðàæåíèÿ
M −→N ýòî êîöèêëû ñòåïåíè íîëü â ïîëó÷èâøåìñÿ êîìïëåêñå, è ÷òî äâà êîöèêëà çàäàþò îäèí è
òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû.

Çàäà÷à 1.6: Ïîêàæèòå, ÷òî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ èíäóöèðóåò äëèí-
íóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé.

Çàäà÷à 1.7: Êîíóñ: Ïóñòü f : (M,dM )−→ (N, dN ) ýòî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Îïðåäåëèì êîì-
ïëåêñ Cf ïî ôîðìóëå Cn

f := Mn+1 ⊕Nn ñ äèôôåðåíöèàëîì d(m,n) = (−dm, f(m) + dn). Äîêàæèòå,
÷òî d2 = 0. Ïîñòðîéòå òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ

0−→N −→ Cf −→M [1]−→ 0. (1)

Äîêàæèòå, ÷òî f � êâàçèèçîìîðôèçì, åñëè è òîëüêî åñëè Cf àöèêëè÷åí.

Çàäà÷à 1.8: Êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà í¼ì ãîìî-
òîïíî íóëåâîìó. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
åñëè è òîëüêî åñëè åãî êîíóñ ñòÿãèâàåì.

Çàäà÷à 1.9: Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé2 àöèêëè÷íûé êîìïëåêñ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì
ñòÿãèâàåìûé. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñòÿãèâàåìîãî àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà àáåëåâûõ ãðóïï.

1Ïðîâåðüòå, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

òîëüêî íà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû äå Ðàìà
2äëÿ íà÷àëà äîêàæèòå ïðî îãðàíè÷åííûå êîìïëåêñû
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Çàäà÷à 1.10: Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà: Ïóñòü (C, d) ýòî îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ êîíå÷íîìåð-
íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, è ïóñòü H∗ � åãî êîãîìîëîãèè. Äîêàæèòå, ÷òî

∑
i∈Z(−1)i dimCi =∑

i∈Z(−1)i dimHi. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé C è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç χ(C). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè 0−→A−→B −→ C −→ 0 ýòî òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ, òî χ(A) +
χ(C) = χ(B).

Çàäà÷à 1.11: Ïîêàæèòå, ÷òî ãëàäêî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé èíäóöè-
ðóþò ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñîâ äå Ðàìà.

Çàäà÷à 1.12: Ëåììà Éîíåäû: Ïóñòü X ýòî îáú¼êò êàòåãîðèè C, è ïóñòü hX ýòî ïðåäñòàâè-
ìûé ôóíêòîð C −→ SETS, hX(Y ) := HomC(X,Y ). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ôóíêòîðà
F : C −→ SETS ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé (ïî X) èçîìîðôèçì HomFun(C,SETS)(hX , F )−→ F (X).
Âûâåäèòå, ÷òî ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíñòâåííîãî èçîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 1.13: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : M −→N ýòî ìîðôèçì â àääèòèâíîé êàòåãîðèè, èìåþùèé
ÿäðî k : K −→M è êîÿäðî c : N −→ C.3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì k èìååò êîÿäðî Coim f , à
ìîðôèçì c èìååò ÿäðî Im f . Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííûé ìîðôèçì Coim f −→ Im f .

Çàäà÷à 1.14: Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò âñå ÿäðà è êîÿäðà, è â êîòîðîé
ìîðôèçì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé. Äîêàæèòå,
÷òî êàòåãîðèÿ R-ìîäóëåé äëÿ êîëüöà R, êàòåãîðèÿ êîìïëåêñîâ R-ìîäóëåé è êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ àáå-
ëåâûõ ãðóïï íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåàáåëåâîé
àääèòèâíîé êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 1.15: Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï F −→ G −→H íà ïðî-
ñòðàíñòâå X òî÷íà åñëè è òîëüêî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï Fx −→Gx −→Hx òî÷íà
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X.

Çàäà÷à 1.16: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

0−→F −→G −→H−→ 0

ýòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï íà ïðîñòðàíñòâå X, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãðóïï

0−→F(U)−→G(U)−→H(U)

òî÷íà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ X. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð ñå÷åíèé òî÷åí ñëåâà.

3Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðî ìîðôèçìà f : M −→N ýòî îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð A 7→
Ker(Hom(A,M)−→ Hom(A,N)), à êîÿäðî � îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð B 7→ Ker(Hom(N,B)−→ Hom(M,B)),
âìåñòå ñ íàäëåæàùèìè ìîðôèçìàìè
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