
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �2

Íàïîìíèì, ÷òî îáúåêò àáåëåâîé êàòåãîðèè I íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîíî-
ìîðôèçìà i : A−→B è ëþáîãî ìîðôèçìà f : A−→ I ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g : B −→ I òàêîé, ÷òî
gi = f .

Çàäà÷à 2.1: Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîå) èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ
èíúåêòèâíî.

Çàäà÷à 2.2: Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè îòîáðàæåíèå A−→A, a 7→ na ýòî
cþðúåêöèÿ äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïîêàæèòå, ÷òî èíúåêòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà äåëèìà. Ïîêàæèòå, ÷òî
äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà èíúåêòèâíà.1. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï äîñòà-
òî÷íî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Çàäà÷à 2.3: Ïóñòü R ýòî àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Ïîñòðîéòå ñòðóêòóðó ëåâîãî R-ìîäóëÿ íà àáå-
ëåâîé ãðóïïå HomAbelian groups(R,Q/Z). Ïîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ëåâûõ R-ìîäóëåé äîñòàòî÷íî
èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Çàäà÷à 2.4: Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè íîëü êàæäûé îáúåêò èíúåêòèâåí. Ïðåäúÿâèòå êîíòðïðèìåð äëÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïû è â
ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå.

Çàäà÷à 2.5: Ïóñòü äàíî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M . Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðåäïó÷îê òî÷íûõ k-
ôîðì íà M ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì?

Çàäà÷à 2.6: Ïóñòü F ýòî ïîñòîÿííûé ïó÷îê íà ïðîñòðàíñòâå X. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ X îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ F(X)−→Fx ýòî èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 2.7: Ïóñòü F ýòî ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé ïó÷îê íà ïðîñòðàíñòâåX. Íàçîâ¼ì ïîäìíîæåñòâî
K ∈ X õîðîøèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü K ⊂ U , ÷òî F|U ýòî ïîñòîÿííûé
ïó÷îê. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ K ñóùåñòâóåò íàáîð èçîìîðôèçìîâ ρij : Fxi

−→Fxj
,

ñîãëàñîâàííûõ â òîì ñìûñëå, ÷òî ρjkρij = ρik.

Çàäà÷à 2.8: Ïóñòü F ýòî ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé ïó÷îê íà ïðîñòðàíñòâå X è ïóñòü γ : [0, 1]−→X
ýòî íåïðåðûâíûé ïóòü â X. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ργ : Fγ(0) −→Fγ(1), çàâèñÿùèé òîëüêî îò êëàññà
ãîìîòîïèè ïóòè γ è ñîãëàñîâàííûé ñ îïåðàöèåé ãîìîòîïèè ïóòåé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè γ′ ýòî
äðóãîé ïóòü â X, òàêîé, ÷òî γ(1) = γ′(0), òî ργ′ργ = ργ′γ .
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Çàäà÷à 2.9: ÏóñòüA ýòî àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé; ðàññìîòðèì åãî êàê ïðåä-àääèòèâíóþ
êàòåãîðèþ ñ îäíèì îáúåêòîì. Ïóñòü I ýòî òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð íà ýòîé êàòåãîðèè. Âû÷èñëèòå
ìíîæåñòâî åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé NatA(I, I).

1Äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî ìîðôèçìû â äåëèìóþ ãðóïïó ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðè âëîæåíèÿõ âèäà M −→N , ãäå N
ïîðîæäåíà M è åù¼ îäíèì ýëåìåíòîì n. Äàëüøå âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Öîðíà

2Ïîñòðîåííûé èçîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ìîíîäðîìèè; îí çàäà¼ò, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X, äåé-
ñòâèå ãðóïïû π1(X) íà ìíîæåñòâå (ãðóïïå, ïðîñòðàíñòâå...) Fx. Íà ñàìîì äåëå äëÿ ñâÿçíîãî (äîñòàòî÷íî õîðîøåãî �
ëîêàëüíîé îäíîñâÿçíîñòè, êàæåòñÿ, õâàòàåò) X ìîíîäðîìèÿ çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ
ïó÷êîâ íà X è ïðåäñòàâëåíèé π1(X,x).
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Çàäà÷à 2.10: Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé êàòåãîðèè ìîðôèçì ñ íóëåâûì ÿäðîì ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
ìîðôèçìîì, à ìîðôèçì ñ íóëåâûì êîÿäðîì ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 2.11: Äîêàæèòå 5-ëåììó â ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè, íå ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ôðåéäà-
Ìèò÷åëëà.

Çàäà÷à 2.12: Ïóñòü 0−→ I −→A−→B −→ 0 êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé
I ýòî èíúåêòèâíûé îáúåêò. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ðàñùåïëÿåòñÿ.3

Çàäà÷à 2.13: Äîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíûé (íàïðèìåð, ëåâûé) R-ìîäóëü ïðîåêòèâíûé. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ýòî ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñâîáîäíîãî, è íàîáîðîò.

Çàäà÷à 2.14: Ïó÷îê F íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âÿëûì (�abby, �asque), åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V ⊂ U îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ F(U)−→F(V ) ñþðúåêòèâíî. Äîêàæèòå,
÷òî âÿëûå ïó÷êè ïðèñïîñîáëåíû ê ôóíêòîðó ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïó÷îê Ãîäåìàíà
(ïó÷îê ðàçðûâíûõ ñå÷åíèé) ëþáîãî ïó÷êà Γ-ïðèñïîñîáëåí.

Çàäà÷à 2.15: Ïóñòü Y çàìêíóòî â X. Ñå÷åíèÿìè ïó÷êà F íàä Y íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà lim

−→
F(U), ãäå ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî âñåì îòêðûòûì ìíîæåñòâàì, ñîäåðæàùèì Y . Ïó÷îê F íàçûâà-

åòñÿ ìÿãêèì (soft, mou), åñëè ëþáîå åãî ñå÷åíèå íàä ëþáûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì ïðîäîëæàåòñÿ
äî ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî ìÿãêèå ïó÷êè ïðèñïîñîáëåíû ê ôóíêòîðó ãëîáàëüíûõ ñå-
÷åíèé.

Çàäà÷à 2.16: Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâ¼ì åãî êîíóñîîáðàçíûì, åñëè ïå-
ðåñå÷åíèå âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â í¼ì íåïóñòî. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñòîÿííûé ïó÷îê
íà êîíóñîîáðàçíîì ïðîñòðàíñòâå X ìÿãêèé.

Çàäà÷à 2.17: Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâ¼ì äèñêðåòíûì êîíóñîì ïðîñòðàí-
ñòâî Xc, ñîñòîÿùåå, êàê ìíîæåñòâî, èç X è åù¼ îäíîé òî÷êè t, à îòêðûòûå ìíîæåñòâà â í¼ì ýòî îò-
êðûòûå ìíîæåñòâà â X (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóòûå � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â X, ê êîòîðûì äîáàâ-
ëåíà òî÷êà t). Ïîêàæèòå, ÷òî Xc êîíóñîîáðàçíî. Íàçîâ¼ì äèñêðåòíîé íàäñòðîéêîé X ïðîñòðàíñòâî
Xσ, ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé äâóõ äèñêðåòíûõ êîíóñîâ ïî X. Äîêàæèòå, ÷òî Hi+1(Xσ,Z) = Hi(X,Z)
äëÿ i ≥ 1, ãäå Z ýòî ïîñòîÿííûé ïó÷îê.

Çàäà÷à 2.18: Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Íàçîâ¼ì ïîäìíîæåñòâî V åãî âåðøèí çàìêíó-
òûì, åñëè ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé ïóòü â X, íà÷èíàþùèéñÿ èç òî÷êè â V , çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå â
V . Ïîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûå ïîäìîæåñòâà îïðåäåëÿþò òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå âåðøèí X. Êîãäà
ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî êîíóñîîáðàçíî?

3Ñêîðåå âñåãî âàì ïðèä¼òñÿ ïîëüçîâàòüñÿ 5-ëåììîé. Åñëè íå ðåøèëè ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ðåøèòå ýòó äëÿ êàòåãî-
ðèè ìîäóëåé.
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