
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �5

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äâóõ êîìïëåêñîâ V ∗ è W ∗ îïðåäåë¼í êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ Hom∗(V,W ), ãäå
Homi(V,W ) :=

∏
n(V

n,Wn+i), à äèôôåðåíöèàë çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå (df)(v) = f(dv)+(−1)|f |d(f(v)).
Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f çàìêíóòî â êîìïëåêñå ìîðôèçìîâ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì
êîìïëåêñîâ, è òî÷íî, åñëè îí ãîìîòîïåí íóëþ.

Íàçîâ¼ì êîìïëåêñ I∗ h-èíúåêòèâíûì 1, åñëè äëÿ êàæäîãî àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà H∗ êîìïëåêñ
Hom∗(H, I) àöèêëè÷åí. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäûé ìîðôèçì èç àöèêëè÷íîãî H â I ãîìîòîïåí íóëþ.

Çàäà÷à 5.1: Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ, îãðàíè÷åííûé ñíèçó, h-èíúåêòèâåí.

Çàäà÷à 5.2: Ïóñòü 0−→A∗ −→B∗ −→ C∗ −→ 0 ýòî òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ è ïóñòü I∗ ýòî
h-èíúåêòèâíûé êîìïëåêñ. Ïîñòðîéòå òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ

0−→ Hom(C∗, I∗)−→ Hom(B∗, I∗)−→ Hom(A∗, I∗)−→ 0

Çàäà÷à 5.3: Ïóñòü A∗ −→B∗ � êâàçèèçîìîðôèçì è ïóñòü I∗ ýòî h-èíúåêòèâíûé êîìïëåêñ.
Ïîêàæèòå, ÷òî Hom(B∗, I∗)−→ Hom(A∗, I∗) ýòî êâàçèèçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ.

Çàäà÷à 5.4: Íàçîâ¼ì h-èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé êîìïëåêñà A∗ êâàçèèçîìîðôèçì A∗ −→ I∗ â
h-èíúåêòèâíûé êîìïëåêñ. Ïîêàæèòå, ÷òî h-èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
ãîìîòîïèè.

Çàäà÷à 5.5: Ïóñòü V ∗ � îãðàíè÷åííûé ñëåâà êîìïëåêñ. Ïóñòü f : V ∗ −→ L∗ êâàçèèçîìîðôèçì.
Ïóñòü F ýòî òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð òàêîé, ÷òî Rk(Li) = 0 äëÿ âñåõ i è äëÿ âñåõ k > 0. Ïîêàæèòå,
÷òî RkF (V ∗) = Hk(F (L∗)).

Çàäà÷à 5.6: Ïóñòü G � ãðóïïà (äèñêðåòíàÿ). Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð èíâàðèàíòîâ V G :=
{v ∈ V |gv = v∀g ∈ G} íà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû òî÷åí ñëåâà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâûé
ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ êîãîìîëîãèÿìè ãðóïïû G ñ êîýôôèöèåíòàìè â V è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç H∗(G,V ).

Çàäà÷à 5.7: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè G � êîíå÷íà, òî Hk(G,V ) = 0 äëÿ ëþáîãî k > 0 è äëÿ ëþáîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

Çàäà÷à 5.8: Ïóñòü X ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî êàòåãîðèÿ íàêðûòèé, è,
ñëåäîâàòåëüíî, êàòåãîðèÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñ äåé-
ñòâèåì π1(X). (Íàïðèìåð, X ñâÿçíî è ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî). Ïóñòü V ýòî ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé
ïó÷îê íà X; îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå π1(X). Äîêàæèòå, ÷òî Γ(X,V) =
V π1(X). Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, Hk(X,V) ̸= Hk(π1(X), V ).

Çàäà÷à 5.9: Ïóñòü p : Y −→X � íàêðûòèå. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð p∗ ìåæäó êàòåãîðèÿìè
ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï òî÷íûé.
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Çàäà÷à 5.10: Ïóñòü p : Y −→X � íàêðûòèå, è ïóñòü Y ñòÿãèâàåìî. (Â ÷àñòíîñòè, X ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî òèïà K(π1(X), 1)). Ïóñòü QY � ïîñòîÿííûé ïó÷îê àáåëåâûõ ãðóïï íà Y ñî ñëîåì Q.
Äîêàæèòå, ÷òî ïó÷îê Q := p∗QY

ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé. Êàêîìó ïðåäñòàâëåíèþ π1(X) îí ñîîò-
âåòñòâóåò? Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Q) èíúåêòèâíî êàê
îáúåêò êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé π1(X) (íàä öåëûìè ÷èñëàìè). Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå
π1(X) ìîæíî âëîæèòü â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

∏
Q.

Çàäà÷à 5.11: Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîêàæèòå, ÷òî Hk(X,Q) = 0 äëÿ k > 0.

Çàäà÷à 5.12: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëèX ýòî ïðîñòðàíñòâî âèäàK(π1(X), 1), òîHk(X,V) = Hk(π1(X), V ).
Ïîäñêàçêà: íàïèøèòå ðåçîëüâåíòó ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V c ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé âèäà

∏
Q.

Çàäà÷à 5.13: Âû÷èñëèòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
CPn.

Çàäà÷à 5.14: Ïóñòü A è B äâå äã-àëãåáðû, è ïóñòü f0, f1, f2 : A−→B ìîðôèçìû äã-àëãåáð.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H : A−→B⊗Ω1 ýòî ãîìîòîïèÿ ìåæäó f0 è f1 è F : A−→B⊗Ω1 ýòî ãîìîòîïèÿ
ìåæäó f1 è f2. Ðàññìîòðèì äã-àëãåáðó ôîðì íà êðåñòå t2(t1 − 1) = 0 Ω+, çàäàííóþ îáðàçóþùèìè
t1, t2, dt1, dt2 è ñîîòíîøåíèÿìè t2(t1 − 1) = t2dt1 = 0, t1dt2 = dt2. Ïîñòðîéòå äâà îòîáðàæåíèÿ p1, p2 :
Ω+ −→ Ω1 è ïîñòðîéòå òàêîå îòîáðàæåíèå X : A−→B⊗Ω+, ÷òî äâå êîìïîçèöèè X c id⊗p1 è id⊗p2
A−→B ⊗ Ω+ −→B ⊗ Ω1 ðàâíû H è F .

Çàäà÷à 5.15: Ïóñòü Λ(V ) � âíåøíÿÿ àëãåáðà îò êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãðàäóèðîâàí-
íàÿ ñòåïåíüþ ôîðìû. Ïóñòü d : Λ(V )−→ Λ(V ) ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå, â êâàäðàòå ðàâíîå íóëþ.
Ïîêàæèòå, ÷òî îíî îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì d : V −→ Λ2(V ). Îáîçíà÷èì ñêîáêîé
îòîáðàæåíèå [−,−] : Λ2(V ∨)−→ (Λ2(V ))∨ −→ V ∨, ïîëó÷åííîå îáðàùåíèåì (ñóùåñòâóþùèì â ñè-
ëó êîíå÷íîìåðíîñòè) êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà (Λ2(V ))∨ −→ Λ2(V ∨) è äâîéñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ
d∨. Äîêàæèòå, ÷òî ñêîáêà [−,−] óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà (Λ(V ), d)
ìèíèìàëüíà åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè íèëüïîòåíòíà.

Çàäà÷à 5.16: Ïóñòü X ýòî áóêåò S2 ∨ S3. Ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü äëÿ X äî ñòåïåíè 6
(èëè äî êàêîé ñìîæåòå).

2


