
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �6

Çàäà÷à 6.1: Äîêàæèòå, ÷òî ó êîìïàêòíîãî êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íå÷¼òíûå ÷èñëà Áåòòè ÷¼òíû,
à ÷¼òíûå ÷èñëà Áåòòè íåíóëåâûå (â ïðåäåëàõ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ).

Çàäà÷à 6.2: Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. Äîêàæèòå, ÷òî íà G ñóùåñòâóåò áèèíâàðèàíòíàÿ
ìåòðèêà (è, ñîîòâåòñòâåííî, áèèíâàðèàíòíàÿ ôîðìà îáú¼ìà).

Çàäà÷à 6.3: Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè òàêàÿ, ÷òî [G,G] = G. Äîêàæèòå, ÷òî íà G ñóùåñòâóåò
áèèíâàðèàíòíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè.

Çàäà÷à 6.4: Äîêàæèòå, ÷òî íà ãèïåðáîëè÷åñêîé (òî åñòü, ðîäà áîëüøå 1) ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
íå ñóùåñòâóåò òàêîé ìåòðèêè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôîðì ãàðìîíè÷íî.

Çàäà÷à 6.5: Ïóñòü V è W ýòî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè g. Ïîñòðîéòå äåéñòâèå g íà V ⊗W ,
íà HomV ect(V,W ), íà Λk(V ) è íà Symk(V ). Ïîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå g íà Λdimg(g∗) çàäà¼òñÿ ñëåäîì
êîïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ v 7→ Tr(ad∗v).

Çàäà÷à 6.6: Ïóñòü ðàçìåðíîñòü g ðàâíà n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Hi(g, k) = Hi(g) è
Hn−i(g,Λn(g∗)) äâîéñòâåííû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 6.7: Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè ñòàðøàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü êîïðèñî-
åäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðèâèàëüíà.

Çàäà÷à 6.8: Ïóñòü X := (Cn \ {0})/ ∼, ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäåíî óñëîâèåì
z ∼ 2z. Äîêàæèòå, ÷òî X ýòî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õîïôà.
Ïîêàæèòå, ÷òî X äèôôåîìîðôíî S2n−1 × S1. Ïîêàæèòå, ÷òî X íåêýëåðîâî.

Çàäà÷à 6.9: Ïóñòü V ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè íîëü) ðàçìåð-
íîñòè 2n è ïóñòü ω ∈ Λ2(V ∗) ýòî íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 2-ôîðìà íà V . Ïîëîæèì
H := HV,ω = V ⊕k. Îáîçíà÷èì áàçèñíûé ýëåìåíò â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå k ÷åðåç ℏ. Îïðåäåëèì
ñêîáêó H ⊗ H−→H ïî ïðàâèëàì [v, w] = ω(v, w)ℏ è [ℏ, v] = 0 äëÿ v, w ∈ V . Äîêàæèòå, ÷òî ýòà
ñêîáêà çàäà¼ò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ãåéçåíáåðãà. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåá-
ðà Ãåéçåíáåðãà íèëüïîòåíòíà. Âû÷èñëèòå å¼ êîãîìîëîãèè âìåñòå ñ óìíîæåíèåì íà íèõ. Âû÷èñëèòå
êàêóþ-íèáóäü íåòðèâèàëüíóþ òðîéíóþ îïåðàöèþ Ìàññè.

Çàäà÷à 6.10: Âû÷èñëèòå êîãîìîëîãèè àëãåáð Ëè sl2, gl2 è sl3 ñ òðèâèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷à 6.11: Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè. Íàçîâ¼ì å¼ äèôôåðåíöèðîâàíèåì òàêîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå D : g−→ g, ÷òî D([x, y]) = [Dx, y] + [x,Dy]. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèí¼ííîå îòîáðàæåíèå
adx : y 7→ [x, y] ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ âíóòðåí-

íèìè. Ïîêàæèòå, ÷òî H1(g, g) ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé g ôàêòîð ïî âíóòðåííèì.

Çàäà÷à 6.12: Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè è ïóñòü c ∈ CE2(g) � 2-êîöèêë. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî
L := g⊕ k. Îáîçíà÷èì áàçèñíûé ýëåìåíò â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå k ÷åðåç ℏ. Îïðåäåëèì ñêîáêó
L ⊗ L−→ L ïî ïðàâèëàì ïî ïðàâèëàì [v, w] = [v, w] ⊕ c(v, w)ℏ è [ℏ, v] = 0 äëÿ v, w ∈ V . Äîêàæèòå,
÷òî ýòà ñêîáêà çàäà¼ò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà L. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè êàê
Lc. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè c è c′ êîãîìîëîãè÷íû, òî àëãåáðû Ëè Lc è Lc′ èçîìîðôíû.
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