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Èíòåãðàë, ïëîñêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå

1. Íàéäèòå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû: (à)
∫
xα dx; (á)

∫
lnx dx; (â)

∫
x2ex dx.

2. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë, íàéäèòå ïðåäåëû:

(à) limn→∞

(
n

(n+1)2
+ . . .+ n

(2n)2

)
; (á) limn→∞

1α+...+nα

nα+1 , α > 0; (â) limn→∞
n√
n!
n .

3. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò I1 =
∫ b
a f(x)dx, òî ñóùåñòâóåò I2 =

∫ b
a |f(x)|dx è I1 ⩽ I2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ýòîì

îòðåçêå.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ C1[a, b] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðàçíîñòü äâóõ íåóáûâà-

þùèõ ôóíêöèé.

6. Ïóñòü D(x) è R(x) � ôóíêöèè Äèðèõëå è Ðèìàíà, ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóþò ëè èíòåãðà-

ëû
∫ b
a D(x)dx è

∫ b
a R(x)dx? Åñëè ñóùåñòâóþò, òî ÷åìó îíè ðàâíû?

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå γ : R → R2, γ(t) = (x(t), y(t)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t) è y(t)
äèôôåðåíöèðóåìû äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, èõ ïðîèçâîäíûå ïî t îáîçíà÷èì ẋ(t), ẏ(t). Âåêòîð
v(t) = γ̇(t) = (ẋ(t), ẏ(t)) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè. Îòîáðàæåíèå γ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé

êðèâîé, åñëè v(t) ̸= 0, t ∈ R.

7. Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé γ â òî÷êå (x(t0), y(t0)), t0 ∈ (a, b). Íàïîìíèì,
÷òî êàñàòåëüíîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ L, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x(t), y(t)) äî L ðàâíî

o(t− t0), t → t0.

Äëèíîé êðèâîé γ[a, b] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî lγ =
∫ b
a ∥v(t)∥dt, ∥v(t)∥ =

√
ẋ2(t) + ẏ2(t).

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîïóñòèìîé ñìåíå ïàðàìåòðèçàöèè äëèíà êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü,

åñëè h : [α, β] → [a, b], h(α) = a, h(β) = b, h′(τ) > 0, τ ∈ [α, β], òî lγ◦h = lγ .
9. (à) Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y = f(x), x ∈ [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà

êðèâîé ðàâíà

s =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà êðèâîé r = r(φ), φ ∈ [a, b], çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ðàâíà

s =

∫ b

a

√
r2(φ) + (r′)2(φ)dφ.

10. Íàéäèòå äëèíó (à) åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè; (á) ó÷àñòêà ïàðàáîëû.

11. Ïîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé γ ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð s, òàêîé, ÷òî s = lγ [0, s].
Òàêîé ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàìåòð t � íàòóðàëüíûé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∥γ̇(t)∥ ≡ 1.
12. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé γ(s). Ïîëîæèì: v(s) = γ′(s), a(s) = v′(s). Äîêà-

æèòå, ÷òî âåêòîðû v(s) è a(s) ïåðïåíäèêóëÿðíû.
13. Ôóíêöèÿ κ(s) = |a(s)| íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé γ. Ïîëîæèì, ÷òî n(s) = a(s)/κ(s).

Äîêàæèòå, ÷òî n′(s) = −κ(s)v(s) (ôîðìóëà Ôðåíå).
14. Ïóñòü êðèâèçíà êðèâîé γ â òî÷êå γ(s0) îòëè÷íà îò íóëÿ, òî åñòü κ(s0) ̸= 0. Íàéäèòå

îêðóæíîñòü S, äëÿ êîòîðîé ∥γ(s) − S(s)∥ = o((s − s0)
2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî s � íàòóðàëüíûé

ïàðàìåòð îêðóæíîñòè S.


