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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è äðóãèå çàäà÷è

Ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

äèçúþíêòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ X1 ⊔X2 äâóõ îòêðûòûõ â X (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè)

ìíîæåñòâ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè

ëþáûå äâå åãî òî÷êè x, y ∈ X ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íåïðåðûâíîé êðèâîé γ:

γ : [a, b] → X, γ(a) = x, γ(b) = y,

îáðàç êîòîðîé öåëèêîì ëåæèò â X.

1. (à) Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.

(â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáëàñòü (îòêðûòîå è ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Rn) ëèíåéíî ñâÿçíà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y), èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è

∂f
∂y â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòè G íåïðåðûâíà ïî x ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y è èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂u
∂y , òî ýòà ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà â îáëàñòè G.
5. Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G è

∂f
∂y = 0 â îáëàñòè G. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íå çàâèñèò îò y â îáëàñòè

G?
6. Ïóñòü f : R2 → R2 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå óðàâíåíèé

Êîøè-Ðèìàíà
∂f1
∂x1

=
∂f2
∂x2

,
∂f1
∂x2

= −∂f2
∂x1

.

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÿêîáèàí òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ â íåêîòîðîé òî÷êå òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà f ′(x) â ýòîé òî÷êå íóëåâàÿ.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f ′(x) ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå f−1, êîòîðîå òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè-Ðèìàíà.

7. Ïóñòü U � îáëàñòü â R, f : U → R, f ′′(x) > 0, x ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f . Áîëåå òîãî,

ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî êàê y = px − g(p), òî åñòü

â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà p ìîæíî âçÿòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, à g(p) = f̂(p) �
ôóíêöèÿ îò p, îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Û çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p. Ýòà ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f .

8. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî f̂ ′′ > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Û .
9. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèé (à) f(x) = ex, (á) f(x) = xα

α , α > 1.

10. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Þíãà: f(x) + f̂(p) ⩾ px. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî

xα

α
+

pβ

β
⩾ px, åñëè α, β > 1,

1

α
+

1

β
= 1.

11. Ïðîâåðüòå, ÷òî
ˆ̂
f = f .


