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Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì ñôåðó x2 + y2 + z2 = 1 è ÷åðåç N îáîçíà÷èì ¾ñåâåðíûé
ïîëþñ¿ (0, 0, 1). Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå âñÿêîé òî÷êå A 6= N ñôåðû ñîïîñòàâëÿåò
òî÷êó B ïëîñêîñòè OXY , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ëó÷à NA ñ ïëîñêîñòüþ,
íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé.
(a) Âûðàçèòå êîîðäèíàòû òî÷êè B ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè A è íàîáîðîò.
(b) Íàéäèòå âñå êðèâûå íà ñôåðå, êîòîðûå ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïå-

ðåõîäÿò â ïðÿìûå è îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè.
(c) Èíâåðñèåé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò O íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå âñÿêîé òî÷êå A 6= O òàêóþ
òî÷êó A′ íà ëó÷å OA, ÷òî OA · OA′ = 1. Êàêîå îòîáðàæåíèå ñôåðû ñîîòâåòñòâóåò
èíâåðñèè ïëîñêîñòè OXY ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè?
(d) Ïðîâåðüòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè èç òî÷åê (0, 0, 1) è (0, 0,−1) çà-

äàþò ãëàäêèé àòëàñ èç äâóõ êàðò. Ýêâèâàëåíòåí ëè ýòîò àòëàñ àòëàñó ñ êàðòàìè,
çàäàâàåìûìè îòîáðàæåíèÿìè îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè OXY ,
OY Z è OXZ?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü M � íåïóñòîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ≥ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M ñóùåñòâóåò ãëàäêèé àòëàñ.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî íà M ñóùåñòâóåò åùå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí àòëàñ, íåýêâèâà-

ëåíòíûé èñõîäíîìó,
(b) Äîêàæèòå, ÷òî íà M ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî

íåýêâèâàëåíòíûõ ãëàäêèõ àòëàñîâ.

Çàäà÷à 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(k, n) ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn.
(a) Ïóñòü Rn = W ⊕ V è dimW = k, dimV = n − k. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå k�

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ V , ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç W â V .
(b) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà (a) ÷åðåç UW îáîçíà÷èì âñå ëèíåéíûå k�ìåðíûå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ V . Âûáåðåì áàçèñ â W è V . Òîãäà
âñÿêîìó P ∈ UW ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà ϕW (P ) (ðàçìåðà k× (n− k)) ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç W â V . Ïðèíèìàÿ ïàðû (UW , ϕW ) çà ãëàäêèå êàðòû
ââåäèòå íà G(k, n) ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ìíîãîîáðàçèå G(k, n) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ãðóïïû: GLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé Rn, SLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn ñ åäèíè÷íûì
îïðåäåëèòåëåì, On � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn, ñîõðàíÿ-
þùèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
(a) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ-

ìè â Rn2
è íàéäèòå èõ ðàçìåðíîñòü.

(b) Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé îïèøèòå êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà â
åäèíèöå.
(c) Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçíûìè, è â ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà îïèøèòå âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
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Çàäà÷à 5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R→ R îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = 0
ïðè x < 0 è f(x) = 1 ïðè x ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x íàéäóòñÿ òàêèå ãëàäêèå
êàðòû (U,ϕ) è (V, ψ), ñîäåðæàùèå x è f(x) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èç ϕ(U ∩ f−1(V )) â ψ(V ). Â ÷åì îòëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà f îò
òðåáóåìîãî â îïðåäåëåíèè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f : Rn+1\{0} → Rk+1\{0} � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî m âûïîëíÿåòñÿ f(λx) = λmf(x) äëÿ âñåõ x 6= 0 è âñåõ λ > 0. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå F : RPn → RPk, ïîðîæäàåìîå ôóíêöèåé f , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü Mk � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è f : Mk → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ g : Mk → R, ñ
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
p∈Mk

|f(p)− g(p)| < ε.

Çàäà÷à 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âëîæåíèå Mk â Rn. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âëîæåíèå TMk â R2n.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü α /∈ Q. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F (t) = (e2πit, e2πiαt) èç R â òîð
T2 = S1 × S1. Ïîêàæèòå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì è F (R) âñþäó ïëîòíî â T2.
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó F íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Çàäà÷à 10. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g èç RP2 â ïëîñêîñòü y1 + y2 + y3 = 1 â R6,
çàäàííîå ôîðìóëîé

g([x1, x2, x3]) = (y1, y2, y3, y4, y5, y6),

ãäå

y1 =
x21

x21 + x22 + x23
, y2 =

x22
x21 + x22 + x23

, y3 =
x23

x21 + x22 + x23
,

y3 =
x1x2

x21 + x22 + x23
, y4 =

x2x3
x21 + x22 + x23

, y6 =
x3x1

x21 + x22 + x23
,

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì RP2 â R5.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íåëüçÿ
âëîæèòü â Rn.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå è f : M → R � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå M â RN , ïðè êîòîðîì f îêàçû-
âàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì êàêîé-òî êîîðäèíàòû íà M .

Çàäà÷à 13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãëàäêîé ôóíêöèè f : R→ R ñ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.

Çàäà÷à 14. Èñïîëüçóÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ (ñôåðû x2 + y2 + z2 = 1 íà
ïëîñêîñòü OXY) ïîñòðîéòå ïî ìíîãî÷ëåíó P (z) (çäåñü z = x + iy) ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ãëàäêîå îòîáðàæåíèå S2 â S2. Îò ÷åãî çàâèñèò ñòåïåíü (mod 2) ýòîãî îòîáðàæå-
íèÿ?

Çàäà÷à 15. Îòîáðàæåíèå f : SO(3) → SO(3) çàäàíî ôîðìóëîé f(X) = X4. Ãîìî-
òîïíî ëè ýòî îòîáðàæåíèå òîæäåñòâåííîìó?


