Eine Bemerkung iiber inhomogene Approximation:
ein kleines Opfer fiir Seigo Morimoto

Nikolay Moshchevitin

1. Eine Behauptung. In den Jahren 1926-38 hat Morimoto (Fukasawa) einige Artikel [3]
iiber inhomogene diophantische Approximationen fiir eine reelle Zahl veroffentlicht. Dort fiihrte er
bestimmte Algorithmen fiir die besten diophantischen Approximationen ein und verwendete spezielle
Kettenbriiche als Hilfsmittel. Obwohl er einige Konstruktionen aus dem Werk von Khintchine [6] ver-
wendete, in denen das Phanomen der Singularitét entdeckt wurde, bewies er die folgende Behauptung
nicht.

Satz 1. Sei w(t) eine positive, abnehmende Funktion mit

1
und wq(t) = #. Betrachten wir die irrationale Zahl
1
£E= i = [0;ay,...,ay,ay11,...], a, € Zy
a; + ——
G/j+]_ + ...
mat P
Qy41 > <QVW1(qll))_17 wober q_” - [0; ai, "'7al/]7 (pIMQI/) =1 (2)
Wir definieren
n= Z&/a wober &, = q,§ — Py (3)
v=0

Dann gilt fir jedes t > 1 die Ungleichung

0 < ey(t) = minflgf —nl| < w(t), wobei [al] = min [a — |

Wir glauben, dass die Artikel von Morimoto dies enthalten haben kénnten. Das Ziel dieses kurzen
Artikels ist es, Satz 1 zu dokumentieren, einige Folgerungen zu ziehen und eine mehrdimensionale
Verallgemeinerung zu beweisen. In Abschnitt 2 formulieren wir zwei Folgerungen zu Satz 1. In
Abschnitt 3 geben wir einleitende Uberlegungen zu den besten Approximationen. In Abschnitt 4
formulieren wir einen allgemeinen Satz 4. Satz 1 ist ein Sonderfall (n = 1) des Ergebnisses aus
Abschnitt 4. Obwohl das Phinomen der Singularitéit seit mehr als 100 Jahren bekannt ist, glauben
wir, dass Fakten wie Satz 1 und Satz 4 nie dokumentiert wurden. Wahrscheinlich lassen sie sich aus
dem axiomatischen Ansatz der Arbeit |7] ableiten.

2. Die Folgerungen. Es gibt zwei Folgerungen von Satz 1.

1) Seien £ und 7 reelle Zahlen. Wir definieren diophantische Exponenten



1
5(€) = liminf & 4+1
n—oo  logqp

und
w(&,m) =sup{y € R: limsupt” - ¢, (t) < co}.
t—00

Folgerung 2. Fir jedes & gibt es n mit ©(&,n) = »(&).

2) Seien a,  zwei reelle Zahlen mit « £ 5 ¢ Z. Im Jahr 2010 haben Kan und Moshchevitin [5]
bewiesen, dass die Differenz 1,.0(t) — ¥5,0(t) unendlich oft ihr Vorzeichen wechselt wenn ¢t — co. Satz
1 zeigt, dass ein solches Ergebnis in der allgemeinen inhomogenen Situation nicht giiltig ist.

Folgerung 3. Annehmen wir, dass 1,&,n linear unabhdngig iber dem Korper der rationalen Zahlen
sind. Dann gibt es & und ny mat

0 < g (1) < thep(t) VE= 1

3. Beste simultane Approximationen. Sei £ = (£, ...,&;) € R\ Q% Wir bezeihnen

Wir betrachten die Folge der Bestapproximationsvektoren
2, = (q,a,) = (qu, Au1, oy apa) € Z7, v=0,1,2,3,... (g =1)
fiir € in sup-Norm (siehe [1, 10]). Dann 1 = ¢y < ¢1 < ... < ¢y < @41 < ... und

min o€l > laugl] = max | & — angl, V.
(Q7 ay, ..., ad) & ZdJrl \ {0} : 1<j<d J J

q< q,(q,a1,...,aq) # 2,
Jeder Vektor z, ist primitiv. Dariiber hinaus ist die Ungleichung

1

Qqu—i—l

g€l =

giiltig (siehe Theorem 1.5 aus [2]).
Die Nenner ¢, wachsen exponentiell. Definieren wir

ry =20 r_=4%-2%

Dann

¢
Qotrs 2 2u, |G €l < ”TH (5)

Die erste Ungleichung aus (5) wurde in der Arbeit [8] von Lagarias bewiesen. Die zweite Ungleichung
aus (5) ist eine einfache Verallgemeinerung von Lemma 1 aus [9].

Wir bezeichnen
511 = <QV51 — Ay, .-y qud - al/,d) S Rd-



4. Mehrdimensionale Verallgemeinerung.

Satz 4. Sei & = (&1,...,&) € RY\ Q4 Sei w(t) eine positive, abnehmende Funktion, die die
Ungleichung (1) erfillt. Wir definieren

Cw(2ry -t

wi(t) = — (6)

Wir nehmen an, dass die Ungleichung
g€l < wi(g) (7)

fiir die besten Approximationen gilt. Wir definiren

n=> &
v=1
Dann gilt fir die inhomogene Irrationalitdtsmaffunktion und fir jedes t > 1 die folgende Ungleichung

0 < vea(t) = min o€ —nl| < w(t) ®

Bemerkung 5. Satz 1 folgt aus Satz 2, weil fiir d = 1 die Gleichungen r, = r_ = 2 gelten und
aus (2) die Ungleichung (7) folgt.

Bemerkung 6. Die Annahme (7) ist sehr stark. Das bedeutet, dass der Vektor & sehr gute
simultane Approximationen hat und die Nenner dieser Approximationen schnell genug wachsen.

Beweis von Satz 4. Definieren wir
Q=q0p=1 Qn=> o
v=0

Aufgrund von
qu < Qi1 < ... < Qutri—1, |£V| > |§u+1| > > |£V+T’7—1|

aus (5) haben wir
Qnt1 < 2(Gny1 + @+ o F Gnr1—ry) < 274Gt 9)

10 = nll < D 165 < 20nsal + [€nsol + oo+ [nrr ) < 27— [€usa] < 2r-n(@usr)  (10)

j=n+1

Aus (9,10) und (6,7) folgt

S e

v=n+1

|Qn€ — 1| = max [Q.€ —n — A, | =

1<j<d

< 2r_wq (%Zﬂ) = w(Qnt1) < %» (11)

wobei A, ; = >""_ a, ;. Wie definieren A, = (4,1, ..., A, 4) € Z°.
Nun beweisen wir, dass die Folge

Qo< Q1< ... <Qpn<Qpyiyi<..

die Folge der allen inhomogenen besten Néherungen von (€,n) ist, ndmlich, dass

(1) fir jedes n gilt ||Qn€ —n|| > ||Qnr1& —nll;



und
(ii) fur ganze Zahlen x mit Q,, < z < Q1 gilt |[2€ —n|| > ||Qn€ — n||.

Dies wird zeigen, dass aus Ungleichung (11) die Ungleichung (8) folgt.
Wie beweisen (i). Aus (10) und (1,6,7) folgt, dass die Ungleichung

1 1 i1l
Qn 5 - < g <
1Qni& =l 2ry G2 4Gng2 2

gilt. Sodass
1Qn€ =0l = || = &nia + (Qnpr€ —0)l| = |l&nsall = [|Qnir€ —nll > [|Qni2§ —nl].

Um (ii) zu beweisen, bemerken wir, dass fiir x mit Q, < < Q.41 und fiir jedes y € Z? der
Gitterpunkt (x,y) € Z*! nicht zum Segment mit den Endpunkten W, = (Q,,A,) und W, =
(Qni1,Any1) gehort, weil W,y —W,, = 2,11 ein primitiver Gitterpunkt ist. Sodass die Ungleichungen

(- Q)2 (2 — Q) (5 - “““) +Qut —nH >

Gn+1 An+1

1
>
Gn+1

($ o Qn) Ap i1

dn+1

und

— (2r— + Dllgn ]l

||2€ — | =

qn+1

An+1

| < |lan+1€] und (10) verwendet. Nun haben wir

gelten. Hier haben wir Formeln x ‘f —

1 1 2r_ +1 1
|[x€ —n[| = — (2r- + Dwi(gny1) = (1— ) > > 11Qn€ —nll.
qn+1 n+1 dr_ry 21 qni1

Alles ist bewiesen.
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