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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàþò 5 øàðîâ, ñðåäè êîòîðûõ 3 êðàñíûõ è 2
áåëûõ, ïî äâóì êîðîáêàì. Âåëè÷èíà X � ÷èñëî êðàñíûõ øàðîâ â ïåðâîé êîðîáêå, à Y �
÷èñëî øàðîâ (âñåõ öâåòîâ) âî âòîðîé êîðîáêå. Íàéäèòå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ
âåëè÷èí. Âû÷èñëèòå E(X|Y = 3). Íàéäèòå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû E(X|Y ) è P (X = 2|Y ).
Çàäà÷à 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-

ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïóñòü Sn = ξ1 + . . . + ξn. Íàéäèòå: (a) P (Sn = k|Sm = l), (b)
E(Sn|Sm).
Çàäà÷à 3. Ïóñòü âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðîì λ. Íàéäèòå: (a) ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ξ è ξ + η, (b) óñëîâíóþ ïëîòíîñòü
ξ îòíîñèòåëüíî ξ + η, (c) P (ξ ≤ a|ξ + η = x), (d) E(ξ|ξ + η = x) è E(ξ|ξ + η).
Çàäà÷à 4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0, 1].

Ïóñòü X = min{ξ, η} è Y = max{ξ, η}. Íàéäèòå ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X
è Y . Íàéäèòå E(X|Y ) è E(sin(XY )|Y ).
Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åì ξ è η ðàñ-

ïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè µ = 0 è σ = 2 è cov(ξ, η) = 1. Íàéäèòå óñëîâíóþ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ξ îòíîñèòåëüíî η. Âû÷èñëèòå E(ξ|η = 2), P (1 < ξ < 2|η = 1). Íàéäèòå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû E(ξ|η) è P (1 < ξ < 2|η).
Çàäà÷à 6. Ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè µ1, σ1 è

µ2, σ2. Íàéäèòå: (a) óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ + η ïðè óñëîâèè ξ = a, (b) óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ξ ïðè óñëîâèè ξ + η = b.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàéäèòå E(sin(2ξ)|tgξ).
Çàäà÷à 8. Ïóñòü âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå. Äîêàæèòå, ÷òî

E(ξ|ξ + η) = E(η|ξ + η) =
ξ + η
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Çàäà÷à 9. Ïóñòü {ξn} � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ïðè÷åì E|ξ1| <∞. Ïîëîæèì Sn = ξ1 + . . .+ ξn. Äîêàæèòå, ÷òî

E(ξ1|Sn, Sn+1, . . .) =
Sn

n
.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ (ξ, η) è (ζ, η) ñîâïàäàþò. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
âñÿêîé îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî E(f(ξ)|η) = E(f(ζ)|η) ïî÷òè íà-
âåðíîå.
Çàäà÷à 11. Ïóñòü A è B � ñèãìà-àëãåáðû â F è ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà (Ω,F , P )

ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(σ(ξ),A) è B íåçàâèñèìû.
Äîêàæèòå, ÷òî E(ξ|σ(A,B)) = E(ξ|A) ïî÷òè íàâåðíîå.
Çàäà÷à 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà (Ω,F , P ) ñ êîíå÷íûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âûïîëíåíî E(ξ|A) = E(ξ|B) ïî÷òè íàâåðíîå. Äîêàæèòå, ÷òî
âåðíî ðàâåíñòâî AP = BP .
Çàäà÷à 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó âåëè÷èí E(ξ|B) è ξ îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêà-

æèòå, ÷òî ξ èìååò B � èçìåðèìóþ âåðñèþ.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü T : L1(Ω,F , P ) → L1(Ω,F , P ) � òàêîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð, ÷òî ‖T‖ = 1, T1 = 1 è T (ξTη) = TξTη äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ. Äîêàæèòå, ÷òî Tξ = E(ξ|B) äëÿ íåêîòîðîé ñèãìà-àëãåáðû B ⊂ F .
Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ⊂ L2(Ω,F , P )

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû: 1) 1 ∈M , ξ, η ∈M ⇒ max{ξ, η} ∈M , è 2) äëÿ íåêîòîðîé
ñèãìà-àëãåáðû B ⊂ F âûïîëíåíî M = {E(ξ|B) : ξ ∈ L2(Ω,F , P )}.
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