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Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü {ξn}n≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Fn = σ(ξ0, . . . , ξn).

(i) Ïóñòü E|ξ0| < ∞. Ïðîâåðüòå, ÷òî (ξn,Fn) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 âåëè÷èíà ξn ðàâíà êîíñòàíòå ïî÷òè íàâåðíî.

(ii) Ïóñòü Eξ0 = 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn ÿâëÿåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî Fn.

(iii) Ïóñòü Eξ0 = 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Πn = ξ0 · ξ1 · · · ξn ÿâëÿåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî Fn.

(iv) Ïóñòü ea = Eeξ0 < ∞. Ïðîâåðüòå, ÷òî eSn−na, ãäå Sn îïðåäåëåíî â (ii), ÿâëÿåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî Fn.
Çàäà÷à 2. (Ñõåìà Ïîéa) Â óðíå a êðàñíûõ è b ñèíèõ øàðîâ. Âûòàñêèâàåì øàð è êëàäåì

â óðíó äâà øàðà îäíîãî ñ íèì öâåòà (òî åñòü âîçâðàùàåì âûíóòûé è äîáàâëÿåì åùå îäèí
òàêîãî æå öâåòà). Ïóñòü ξn � êîëè÷åñòâî êðàñíûõ øàðîâ â óðíå ïîñëå n-ãî ïîâòîðåíèÿ
ýêñïåðèìåíòà.

(i) Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ξn.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ηn = ξn/(n+a+b) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé

ôèëüòðàöèè Fn = σ(ξ0, . . . , ξn).
(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ηn ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê íåêîòîðîé âåëè÷èíå η. Íàéäèòå ðàñ-

ïðåäåëåíèå η.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü e1 = (1, 0) è e2 = (0, 1). Äëÿ h > 0 ÷åðåç Z2

h îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
òî÷åê nhe1 +mhe2, ãäå n,m � öåëûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, Z2

h � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà
ñ øàãîì h íà ïëîñêîñòè. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u íà Z2

h ïîëîæèì

Mhu(x) =
1

4

(
u(x+he1)+u(x−he1)+u(x+he2)+u(x−he2)

)
, ∆hu(x) =

4

h2
(
Mhu(x)−u(x)

)
.

Îïåðàòîð ∆h íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.
(i) Ïóñòü u ∈ C2(R2). Äîêàæèòå, ÷òî ∆hu(x) = ∆u(x) + o(1) ïðè h→ 0.
Ôóíêöèÿ u íà Z2

h íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ∆hu = 0, ñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè
∆hu ≥ 0, è ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ∆hu ≤ 0.

(ii) Ïóñòü ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîâåðîÿòíî
ïðèíèìàåò îäíî èç ÷åòûð¼õ çíà÷åíèé ±he1, ±he2. Ïîëîæèì Xy

n = y+ ξ1 + . . .+ ξn, X
y
0 = y.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn = u(Xy
n) îòíîñèòåëüíî Fn = σ(ξ1, . . . , ξn) ÿâëÿåò-

ñÿ ìàðòèíãàëîì (ñóáìàðòèíãàëîì, ñóïåðìàðòèíãàëîì), åñëè u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
(ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ, ñóïåðãàðìîíè÷åñêîå).
Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}n≥0, äëÿ

êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = sup{n ≤ 10: ξn ≥ 1}, ãäå sup ∅ = 0, a) ÿâëÿåòñÿ ìî-
ìåíòîì îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî Fn = σ(ξ0, . . . , ξn), b) íå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè
îòíîñèòåëüíî Fn.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü τ è σ � ìîìåíòû îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè Fn.
(i) Äîêàæèòå, ÷òî τ + σ, min{τ, σ}, max{τ, σ} ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòàìè îñòàíîâêè.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî Fmin{τ,σ} = Fτ ∩ Fσ.
(iii) Äîêàæèòå, ÷òî τ è ξτ , ãäå ξn ñîãëàñîâàíà ñ Fn, èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî Fτ .
Çàäà÷à 6. (Òîæäåñòâà Âàëüäà) Ïóñòü {ξn}n≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), Sn = ξ1 + . . .+ ξn.
(i) Ïóñòü µ = Eξ1 ñóùåñòâóåò, τ ≥ 1 � ìîìåíò îñòàíîâêè, ïðè÷åì Eτ < ∞. Îáîñíóéòå

ðàâåíñòâî ESτ = µEτ .
(ii) Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïóíêòà (i) µ = 0 è σ2 = Eξ21 <∞. Äîêàæèòå, ÷òî ES2

τ = σ2Eτ .
(iii) Ïóñòü âåëè÷èíà g(t) = Eetξ1 ïðè íåêîòîðîì t 6= 0 êîíå÷íà è ≥ 1. Îáîñíóéòå

ðàâåíñòâî 1 = EetSng(t)−τ .
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Çàäà÷à 7. Ïóñòü {ξn}n≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì P (ξ1 = 1) = p, P (ξ1 = −1) = q = 1−p. Ïóñòü Sn = ξ1+ . . .+ξn,
τ =

∫
{n ≥ 1: Sn = k}, k ∈ N. Íàéäèòå (äëÿ âñåõ çíà÷åíèé p, q) Eτ è P (τ <∞).

Çàäà÷à 8. Ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ áóêâà èç ðóññêîãî àëôàâèòà. Ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿ-
åòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè
ïîÿâëåíèÿ ñëîâà ÀÁÐÀÊÀÄÀÁÐÀ èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ èãðó. Ïåðâûé
èãðîê ñòàâèò ðóáëü, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ïîÿâèòñÿ áóêâà À. Åñëè îí ïðîèãðûâàåò, òî ïðå-
êðàùàåò èãðó. Åñëè âûèãðûâàåò, òî ñòàâèò âåñü ñâîé âûèãðûø íà òî, ÷òî íà âòîðîì øàãå
ïîÿâèòñÿ áóêâà Á è ò.ä. Èãðîê çàâåðøàåò èãðó, êîãäà ïðîèãðûâàåò èëè ïîëó÷àåò òðåáó-
åìîå ñëîâî. Âòîðîé èãðîê ñòàâèò ðóáëü, ÷òî íà âòîðîì øàãå ïîÿâèòñÿ áóêâà À. Åñëè îí
ïðîèãðûâàåò, òî ïðåêðàùàåò èãðó. Åñëè âûèãðûâàåò, òî ñòàâèò âåñü ñâîé âûèãðûø íà òî,
÷òî íà âòîðîì øàãå ïîÿâèòñÿ áóêâà Á è ò.ä. Èãðîê çàâåðøàåò èãðó, êîãäà ïðîèãðûâàåò èëè
ïîëó÷àåò òðåáóåìîå ñëîâî. Ñëåäóþùèå èãðîêè äåéñòâóþò àíàëîãè÷íî. Ïóñòü ξn � âûïàâ-
øàÿ íà n-ì øàãå áóêâà, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn) è Xn � ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ íà n-ì
øàãå. Äîêàæèòå, ÷òî (Xn,Fn) � ìàðòèíãàë. Ïóñòü τ � ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ íóæíîãî ñëîâà.
Äîêàæèòå, ÷òî τ � ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî Fn è Eτ <∞. Íàéäèòå EXτ è Eτ .
Çàäà÷à 9. Ïóñòü ξn → ξ ïî÷òè íàâåðíîå è |ξn| ≤ η, ïðè÷åì Eη <∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξn

ñîãëàñîâàíà ñ Fn. Òîãäà E(ξm|Fn) ñòðåìèòñÿ ê E(ξ|F∞) ïðè n,m→∞, ãäå F∞ = σ(∪nFn).
Çàäà÷à 10. Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω = [0, 1), F = B([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà,

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Hk (ôóíêöèè Õààðà), ãäå H0 = 1,
H2m+1(x) = 2m/2 ïðè 0 ≤ x < 2−m−1, H2m+1(x) = −2m/2 ïðè 2−m−1 ≤ x < 2−m, H2m+1(x) = 0
ïðè x /∈ [0, 2−m), H2m+j(x) = H2m+1(x− (j − 1)2m) ïðè j = 1, . . . , 2m.

(i) Ïðîâåðüòå, ÷òî Hk � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â L2(Ω).
(ii) Íàéäèòå E(f |σ(H0, . . . , Hn)) äëÿ f ∈ L1(Ω).
(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Ôóðüå f ∈ L1(Ω) ïî ñèñòåìå Hk ñõîäèòñÿ ê f ïî÷òè âñþäó íà

ïðîìåæóòêå [0, 1) è â L1[0, 1].
Çàäà÷à 11. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà L1[0, 1] è f ïðîäîëæåíà äî 1 � ïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèè íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

gn(x) = 2−n
2n∑
j=1

f(x+ j2−n)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê

∫ 1

0

f(x) dx.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü µn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà R. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f íà R∞ èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî ⊗nµn. Äîêàæèòå,
÷òî ôóíêöèè

fn(x1, . . . , xn) =

∫
f(x1, . . . , xn, yn+1, yn+2, . . .)⊗k≥n+1 µk(dy)

ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó è â L1(⊗nµn) ê ôóíêöèè f .


