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Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü n ≥ 2 è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû, à èõ ñîâìåñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî ξ1, . . . , ξn �
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ãàóññîâñêèå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàóññîâñêèõ d�ìåðíûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð ξ èìååò
ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åì âåêòîð ñðåäíèõ è ìàòðèöà êîâàðèàöèè ξ ÿâëÿþòñÿ ïðå-
äåëàìè âåêòîðîâ ñðåäíèõ è ìàòðèö êîâàðèàöèé âåêòîðîâ ξn.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå
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Çàäà÷à 4. Ïóñòü w1
t è w
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Çàäà÷à 5. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íà [0, T ].
(i) Ïóñòü T � ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, T ] òî÷êàìè 0 = t1 < . . . < tn = T . Ïîëîæèì

λ(T) = maxk |tk − tk=1|. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
λ(T)→0

E
(∑

k

(wtk − wtk−1
)2 − T

)2
= 0.

(ii) Ïóñòü tk = kT
2n
, ãäå k = 0, 1, . . . , 2n. Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå∑

k

(wtk − wtk−1
)2 → T.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå ôóíêöèÿ t→ wt èìååò áåñêîíå÷íóþ âàðèàöèþ íà
îòðåçêå [0, T ].
Çàäà÷à 6. Ïóñòü f ∈ C[0, T ], p > 1, α > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

|f(t)− f(s)|p ≤ C(p, α, T )|t− s|−1+pα
∫ T

0

∫ T

0

|f(u)− f(v)|p

|u− v|1+pα
du dv.

Çàäà÷à 7. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó îáîñíóéòå, ÷òî òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà íà îòðåçêå [0, T ] ïî÷òè íàâåðíîå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
1
2
− ε äëÿ âñÿêîãî ε > 0.
Çàäà÷à 8.
(i) Îáîñíóéòå ðàâåíñòâî

1
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∞∑
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= |t− s|, s, t ∈ [0, π].

(ii) Ïóñòü ξn ∼ N(0, 1) � íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ Nk ñóììû
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ñõîäÿòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî íà [0, π] è èõ ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì
íà [0, π].
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Çàäà÷à 9. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ).
(i) Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ c−1wc2t, ãäå ÷èñëî c ïîëîæèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ

âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî tw1/t ïî÷òè íàâåðíîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ 0+.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå Ω′ ∈ F , ÷òî P (Ω′) = 1 è ïðîöåññ ξt(ω) = tw1/t(ω)

ïðè ω ∈ Ω′, ξt(ω) = 0 ïðè ω /∈ Ω′ è ξ0 = 0, ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå ewt−t/2 ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞, íî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk →∞
E sup

k
ewtk

−tk/2 =∞.

Çàäà÷à 11. Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è òåî-
ðåìû Ôóáèíè äîêàæèòå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ó òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
ïî÷òè âñþäó íåò ïðîèçâîäíîé.
Çàäà÷à 12.
(i) Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, g � îãðàíè÷åííàÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è T > 0. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ òàêîâà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ≥ 0
ñîáûòèå {τ ≤ t} èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî σ(ws, s ≤ t). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè u(x, t) =
Eg(x+ wT−t) âåðíî ðàâåíñòâî

Eu(t+ τ ∧ T, x+ wτ∧T ) = u(t, x).

(ii) Ñ ïîìîùüþ ïóíêòà (i) è âûáîðà ôóíêöèè g íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå max[0,T ]wt, ãäå
wt � îäíîìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íà [0, 1]. Ïîëîæèì
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Çàïèøèòå Bn
t ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ wt îòíîñèòåëüíî äâîè÷íî-

ðàöèîíàëüíîãî ðàçáèåíèÿ è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî 0 < γ < 1
2
) ïî÷òè íàâåðíîå âûïîë-

íåíî
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|xt|+ sup
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.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü ìåðà P1 íà C[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà σ1wt, ìåðà P2 íà
C[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà σ2wt, ãäå wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà 0 < σ1 < σ2. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâà A è C, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî A ∩ C = ∅, P1(A) = 1 è P2(C) = 1.
Çàäà÷à 15. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âåðîÿò-

íîñòíîé ìåðû γ íà H, ó êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàâíî exp(−‖h‖2/2).
Çàäà÷à 16. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è γ � öåíòðèðîâàííàÿ ãàóññîâñêàÿ

ìåðà íà H. Êîâàðèàöèîííûé îïåðàòîð K îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

〈Kx, y〉 =

∫
〈x, u〉〈u, y〉γ(du).

Äîêàæèòå, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Íàéäèòå ïðî-
ñòðàíñòâî Êàìåðîíà�Ìàðòèíà. Ðàññìîòðèòå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìåðó Âèíåðà íà L2[0, 1] è
ïîëó÷èòå íîâîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà�Ìàðòèíà.


