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Ëèñòîê 4.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δxn ñõîäèòñÿ ñëàáî ê δa òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn ñõîäèòñÿ ê a.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü gN(x) = Ndg(Nx), ãäå g ≥ 0, g ∈ L1(Rd) è ‖g‖L1 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gN ∗ µ(x) dx ñõîäèòñÿ ñëàáî ê µ.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è fn, f : X → X �

áîðåëåâñêèå îòîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì fn(x)→ f(x) äëÿ êàæäîãî x. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn = µ ◦ f−1n ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ ◦ f−1.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µn ñõîäèòñÿ ñëàáî ê µ

íà R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî N ìåðû µn ◦P−1N ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê µ ◦P−1N ,

ãäå PN(x) = (x1, . . . , xN).
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ íà ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïî ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à�Ðóáèíøòåéíà ïðèáëèçèòü êîíå÷-

íûìè âûïóêëûìè êîìáèíàöèÿìè äåëüòà ìåð.

Çàäà÷à 6. Äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà R ïîñòðîéòå òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, ÷òî
ìåðû

N−1
(
δx1 + . . .+ δxN

)
ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê µ ïðè N →∞.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü (X, %) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è P(X) �
ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Äîêàæèòå, ÷òî ñåìåéñòâî ìåðM⊂ P(X) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

∀ ε > 0 ∃Kε − êîìïàêò µ(K) ≥ 1− ε ∀µ ∈M,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ F ,
÷òî ìíîæåñòâà {x : F (x) ≤ c} êîìïàêòíû äëÿ âñÿêîãî c è

sup
µ∈M

∫
X

F (x)µ(dx) <∞.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü a, b, c, d ∈ Rd. Íàéäèòå

W2

(δa + δb
2

,
δc + δd

2

)
.

Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ è σ íà R èìåþò íåïðåðûâíûå è ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

W2

(
µ, σ

)
=

√∫ 1

0

∣∣F−1µ (y)− F−1σ (y)
∣∣2 dy.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü µ0 è µ1 � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà Rd è π � îïòèìàëüíûé ïëàí, íà

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿW2(µ0, µ1). Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ µt = π◦((1−t)x+ty)−1, ãäå t ∈ [0, 1],
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè, òî åñòü äëÿ âñåõ s, t ∈ [0, 1] âåðíî ðàâåíñòâî
W2(µt, µs) = |t− s|W2(µ0, µ1).
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