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Алгебры с делением.

Задача 1. Докажите, что C ⊗R C ≃ C ⊕ C. Верно ли, что тензорное произведение конечномерных
простых алгебр – простая алгебра?

Задача 2. Пусть 𝐴 – алгебра. Отображение 𝛿 : 𝐴 → 𝐴 называется дифференцированием, если
𝛿(𝑎𝑏) = 𝛿(𝑎)𝑏+ 𝑎𝛿(𝑏),∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴

.
а) Верно ли что композиция дифференцирований дифференцирование? А коммутатор (т.е. 𝛿1 ∘ 𝛿2 −
𝛿2 ∘ 𝛿1)?
б) Покажите, что для любого 𝑎 ∈ 𝐴 отображение

𝜕𝑎 : 𝐴 → 𝐴, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥− 𝑥𝑎

является дифференцированием. Такое дифференцирование называется внутренним.

в) Докажите, что отображение 𝑇 : 𝐴 → 𝑀2(𝐴), 𝑎 ↦→
(︂
𝑎 𝛿(𝑎)
0 𝑎

)︂
– гомоморфизм алгебр.

г) Докажите, что любое дифференцирование центральной простой алгебры 𝐴 – внутреннее.

Задача 3. Пусть 𝐷1 и 𝐷2 – центральные алгебры с делением. Пусть |𝐷1 : k| = 𝑚, |𝐷2 : k| = 𝑛. Пусть
𝑛 и 𝑚 взаимнопросты. Докажите, что 𝐷1 ⊗𝐷2 – алгебра с делением.

Задача 4. Пусть k = C, 𝐸 – векторное пространство над C. Пусть 𝐴 – полупростая подалгебра в
𝐸𝑛𝑑(𝐸) и 𝐵 = 𝐸𝑛𝑑𝐴(𝐸). Докажите, что
а) 𝐴 = End𝐵(𝐸) и 𝐵 – полупроста.
б) Как представление 𝐴⊗𝐵 (или 𝐴×𝐵𝑜𝑝 бимодуль) имеем

𝑉 =
⨁︁

𝑉𝑖 ⊗𝑊𝑖,

где 𝑉𝑖 – все неприводимые представления 𝐴, а 𝑊𝑖 – все неприводимые представления 𝐵.
в) Пусть 𝑉 = C2. Рассмотрите 𝐸 = 𝑉 ⊗𝑛 и действие 𝑆𝑛 слева, а 𝐺𝐿2(C) справа. Образ C[𝑆𝑛] в
𝐸𝑛𝑑(𝑉 ⊗𝑛 обозначим через 𝐴, а образ 𝐺𝐿2(C) через 𝐵. Докажите, что 𝐵 = 𝐸𝑛𝑑𝐴(𝐸).
г) Опишите неприводимые представления 𝐺𝑙2(C), которые получаются пр применении пункта б).

Задача 5. Обозначим через 𝐵𝑟(𝐾) группу Брауэра поля 𝐾, а если 𝐿 ⊃ 𝐾, то относительную группу
Брауэра через 𝐵𝑟(𝐾/𝐿). Докажите, что
а) 𝐵𝑟(k(𝑡)/k) = 0;
б*) Пусть k = k. Тогда 𝐵𝑟(k(𝑡)) = 0;
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