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Теория представлений -1.

Задача 1. Группа 𝑆𝑛 естественно действует на множестве 𝑋 = {1, ..., 𝑛}. Пусть 𝑟 ≤ 𝑛
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и пусть
𝑋𝑟 — множество всех подмножеств 𝑋 мощности 𝑟. Пусть 𝜋𝑟 — соответствующее перестановочное
представление.
а) Покажите, что для 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

2
⟨𝜋𝑘, 𝜋𝑙⟩ = 𝑙 + 1.

б) Покажите, что 𝜋𝑟 − 𝜋𝑟−1 — характер неприводимого представления, и найдите размерность этого
представления.
в) Вычислите таблицу характеров группы 𝑆4 и 𝑆5.
г) Разложите тензорное произведение неприводимых представлений в сумму неприводимых.

Задача 2. Разложите в сумму неприводимых представление собственной группы куба в простран-
стве 𝐹𝑢𝑛(𝑋,C), где 𝑋 – множество рёбер или граней куба.

Задача 3. Пусть 𝑇 точное комплексное представление 𝐺, а 𝜒𝑇 — соответствующий характером.
а) Покажите, что |𝜒(𝑔)| ≤ dim𝑇 и 𝜒(𝑔) = dim𝑇 только для 𝑔 = 𝑒.
б) Вычислите характер 𝜒 для (𝑇 ⊕ C𝑡𝑟𝑖𝑣)

⊗𝑁 и ⟨𝜒𝑇 , 𝜒⟩.
в) Покажите, что любое неприводимое слагаемое возникает как неприводимое слагаемое для 𝑇⊗𝑁

для некоторого 𝑁 .

Определение. Алгебраическое целое число — это элемент 𝑧 ∈ C, который является корнем мно-
гочлена с целыми коэффициентами, у которого старший коэффициент равен единице.

Задача 4. Алгебраические целые числа образуют подкольцо C.

Задача 5. а) Пусть 𝐶 ⊂ 𝐺 — класс сопряженности. Покажите, что элемент 𝜙𝐶 =
∑︀

𝑔∈𝐶 𝑔 является
центральным в C[𝐺] и, следовательно, действует скаляром 𝜆𝐶 на любое неприводимое представление.
б) Покажите, что кольцо Z[𝐺] является нётеровым Z-модулем. Выведите из этого факта, что 𝜆𝐶 —
алгебраическое целое число.
в) Пусть 𝑇 — неприводимое представление конечной группы 𝐺. Вычислите ⟨𝜒𝑇 , 𝜒𝑇 ⟩ и покажите, что
dim𝑇 | |𝐺|.

Задача 6. Покажите, что характеры конечной абелевой группы образуют группу 𝐺̂, которая изо-
морфна 𝐺 (не канонически).

Определение. Пусть 𝑓 : 𝐺 → C — функция, 𝐺 — конечная абелева группа. Преобразование Фурье
𝑓 — это функция 𝑓 : 𝐺̂ → C, 𝑓(𝜒) =

∑︀
𝑥∈𝐺

𝑓(𝑥)𝜒(𝑥). Преобразование Фурье — это отображение

ℱ𝐺 = ℱ : 𝐹𝑢𝑛(𝐺) → 𝐹𝑢𝑛(𝐺̂)

Задача 7. (“Формула обращения Фурье”) Пусть 𝑆𝐺 : 𝐹𝑢𝑛(𝐺) → 𝐹𝑢𝑛(𝐺), 𝑓 ↦→ 𝑔 такое, что 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥−1)∀𝑥 ∈ 𝐺. Покажите, что ℱ𝐺̂ ∘ ℱ𝐺 = 𝑆𝐺. Эквивалентно, для любого 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛(𝐺)

𝑓(𝑥) =
1

|𝐺|
∑︁
𝜒∈𝐺̂

𝑓(𝑥)𝜒(𝑥).

Пусть 𝐺 — произвольная конечная группа. Тогда существует изоморфизм векторных пространств
𝛼 : C[𝐺] → 𝐹𝑢𝑛(𝐺), 𝛼(𝑥) = 𝛿𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝐺. Определим свертку на 𝐹𝑢𝑛(𝐺):

𝑓1 * 𝑓2 = 𝛼(𝛼−1(𝑓1)𝛼
−1(𝑓2)).

Обозначение: 𝐹𝑢𝑛*(𝐺) = (𝐹𝑢𝑛(𝐺), *).
Задача 8. а) Покажите, что (𝑓1 * 𝑓2)(𝑥) =

∑︀
𝑦𝑧=𝑥

𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑧) =
∑︀
𝑦∈𝐺

𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦
−1𝑥)

б) Пусть 𝐺 — конечная абелева группа. Тогда ℱ : 𝐹𝑢𝑛*(𝐺) → 𝐹𝑢𝑛(𝐺̂) — изоморфизм алгебр.
в) (теорема “Планшереля”) ℱ𝐺 является унитарным изоморфизмом (здесь мы используем вторую
формулу ортогональности для символов, чтобы определить эрмитову форму на 𝐹𝑢𝑛(𝐺̂)).
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